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1 概要
GMRes法Y.Saadらによって提案された、非対称行列を解くことができる反復法

である。GMRes法とは k回目の反復において、部分空間 x0 + Kkに属する全ての
ベクトル xkから残差の２乗ノルム J(x) = ||b − Ax||2を最小化するような解 xkを探
す見つける方法である。つまり、

GMRes法� �
f ind x ∈ x0 +Kk that minimize ||b − Ax||2� �

但し、Kkは k階のクリロフ部分空間 span{r0,Ar0,A2r0, · · · ,Ak−1r0}である。

2 基本的な手続き
簡単のため、まずm回反復を行った後に解を求める方法を説明する。この方法

では、まずm個の正規直交基底を作成し、直交基底の中から残差を最小にする解
を求める。残差の大きさが求まるのがm解の反復の後であるので、残差が十分小
さくなれば途中で反復を打ち切るようなことはできない。各反復毎に残差の多き
さあを求める方法は後に説明する。Arnoldi法を用いて正規直交化されたクリロフ
部分空間Kmの正規直交基底 v1, . . . , vmを並べた行列をVm,Gram-Shumitの直交化
の際の係数を行列にしたものをHmとする。HmはHm = 0 f or i > j + 1を満たす、
m + 1 × mのヘッセンベルグ行列である。

2.1 ヘッセンベルグ行列を用いた残差の表現
v1, . . . , vmはクリロフ部分空間Kmの基底であったから、x0 +Kmに属するベクト

ル xは次のように表すことができる。

x = x0 + y1v1 + y2v2 + · · · + ymvm = x0 + Vmy (1)

ここで yは次のようなベクトルである。

yT = (y1, y2, . . . , ym) (2)
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これらを用いてベクトルxに対する残差rを計算する。β = ||r0||2、eT
1 = (

m+1︷      ︸︸      ︷
1, 0, . . . , 0)

とおくと残差 rは

r = b − Ax (3)

= b − A(x0 + Vmy) (4)

= r0 − AVmy (5)

= βv1 − VmH̄my (6)

= Vm(βe1 − H̄my) (7)

となる。但し、v1 = r0/||r0||2であることから r0 = βv1となること、また、Arnoldi
法の性質からAVm = VmH̄mとなることも用いたこれらを用いると最小にすべき残
差の２乗ノルム Jは

J(y) = ||b − Ax||2 = ||Vm(βe1 − H̄my)||2 = ||(βe1 − H̄my)||2 (8)

となる。ここで、v1, . . . , vmが正規直交基底であることを用いた。結局GMRes法
は ||(βe1 − H̄my)||2を最小化するベクトル yを探すことと同じといえる。

2.1.1 GMRes法 (ヘッセンベルグ行列)

1. make Vm H̄m with Arnoldi method

2. f ind ym ∈ Rm that minimize ||(βe1 − H̄my)||2

3. xm = x0 + Vmym

2.2 上三角行列を用いた残差の表現
ヘッセンベルグ行列にギブンス回転 (Givens Rotation)の操作を繰り返すことで

上三角行列に変換することができる。回転操作はノルムを変化させないので回転
した後の残差のノルムを最小化すれば、回転する前の残差のノルムを最小化した
ことと同じになる。
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2.2.1 m=4の場合の例

わかりやすいようにm = 4の場合の 5 × 4のヘッセンベルグ行列 H̄4を例にとっ
て上三角行列への変換を説明する。

H̄4 =



h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

h32 h33 h34

h43 h44

h54


(9)

次のような 5 × 5の行列Ω1を考える

Ω1 =



c1 s1

−s1 c1

1
1

1


(10)

但し、s1 =
h21√

h2
11+h2

21

,c1 =
h11√

h2
11+h2

21

この行列Ω1を H̄4の左から掛けたものを H̄(1)
4 と

すると

H(1)
4 = Ω1H̄4 =



h(1)
11 h(1)

12 h(1)
13 h(1)

14

h(1)
22 h(1)

23 h(1)
24

h32 h33 h34

h43 h44

h54


(11)

となり (2, 1)成分を消去できる。同様にして次のような 5× 5の行列Ω2を考える

Ω1 =



1
c2 s2

−s2 c2

1
1


(12)
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但し、s2 =
h32√(

h(1)
22

)2
+h2

32

,c2 =
h(1)

22√(
h(1)

22

)2
+h2

32

この行列 Ω2を H̄(1)
4 の左から掛けたものを

H̄(2)
4 とすると

H(2)
4 = Ω2H̄(1)

4 = Ω2Ω1H̄4 =



h(1)
11 h(1)

12 h(1)
13 h(1)

14

h(2)
22 h(2)

23 h(2)
24

h(2)
33 h(2)

34

h43 h44

h54


(13)

となり (3, 2)成分を消去できる。この操作を繰り替えすことでヘッセンベルグ行
列 H̄4を上三角行列 R̄4に変換することができる。

R̄4 = H̄(4) =

Q4︷       ︸︸       ︷
Ω4Ω3Ω2Ω1 H̄4 = Q4H̄4 =



h(1)
11 h(1)

12 h(1)
13 h(1)

14

h(2)
22 h(2)

23 h(2)
24

h(3)
33 h(3)

34

h(4)
44

0


(14)

ここで Q4 = Ω4Ω3Ω2Ω1とした。

2.2.2 一般的な場合

前ではm = 4の場合について具体的にヘッセンベルグ行列から上三角行列への
変換について述べた。ここでは一般的な場合について述べる。次のよな行列Ωiを
考える

Ωi =



1
. . .

1
ci si

−si ci

1
. . .

1



← row i
← row i + 1

(15)

5



但し、si =
hi+1,i√(

h(i−1)
ii

)2
+h2

i+1,i

,ci =
h(i−1)

ii√(
h(1)

ii

)2
+h2

i+1,i

このΩを掛け合わせた次のような行列Qm

を考えると

Qm = ΩmΩm−1 . . .Ω1 (16)

上三角行列 R̄mへの変換は次のようになる。

R̄m = H̄(m)
m = QmH̄m (17)

ḡm = Qm(βe1) = (γ1, . . . , γm+1)T (18)

これらを用いると残差 rは次のように変形できる。

r = b − Ax (19)

= Vm(βe1 − H̄my) (20)

= VmQT
mQm(βe1 − H̄my) (21)

= VmQT
m(ḡm − R̄my) (22)

これらを用いると最小にすべき残差の２乗ノルム Jは

J(y) = ||b − Ax||2 = ||VmQT
m(ḡm − R̄my)||2 = ||ḡm − R̄my||2 (23)

のようになる。但し、VmQT
mがユニタリーであることを用いた。これらを用いる

とGMRes法のアルゴリズムは次のようになる。

2.2.3 GMRes法 (上三角行列)

1. make Vm H̄m with Arnoldi method

2. make ḡm R̄m f rom Hm

3. f ind ym ∈ Rm that minimize ||ḡm − R̄my||2

4. xm = x0 + Vmym
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2.3 上三角行列を用いた残差ノルムの最小値を求める方法
この章は残差を最小にする ymの値を上三角行列 R̄mから求める方法について述

べる。gmを ḡmのm+1番目の成分を除いた、大きさがmのベクトルであるとする。
また、Rmを R̄mからm + 1番目の行を除いた正方行列であるとする。R̄mのm + 1
番目の行は成分が全て０であるので

||b − Ax||2 = ||ḡm − R̄my||2 = ||gm − Rmy + γm+1em+1||2 (24)

が成立つ。gm − Rmyと em+1が互いに直交していることを用いると

||gm − Rmy + γm+1em+1||2 ≥ ||γm+1em+1||2 = |γm+1| (25)

が成立つ。等号成立は y = R−1
m gmの時である。以上から残差ノルムを最小化する

ベクトル ymは次のように求めることができる。

ym = R−1
m gm (26)

このとき、残差ノルムの最小値は |γm+1|である。またこの時の残差ベクトル rm

は、

rm = b − Ax (27)

= VmQT
m(ḡm − R̄mym) (28)

= VmQT
m(γm+1em+1) (29)

のようになる。なお、

ym = R−1
m gm (30)

の計算はRmが上三角行列であることから後退代入を用いて簡単に求めることが
できる。これらを用いるとGMResのアルゴリズムは次のようになる。

2.3.1 GMRes法のアルゴリズム（上三角形、後退代入）

1. make Vm H̄m with Arnoldi method

2. make ḡm R̄m f rom Hm

3. Compute ym = R−1
m gm

4. xm = x0 + Vmym
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2.4 逐次的に残差の大きさを求める方法
今までの方法は m個の基底 Vmを作ってから残差の２乗ノルムを最小化するよ

うな解 xmを求めていたが、実際には各反復毎に残差の大きさ ||rk||2を求め、必要
とされる小ささよりも小さくなった段階で反復をうちきることで無駄な反復をす
るすることなく解を求めることができる。ここでは各反復毎に正規直交基底や上
三角形行列、残差の大きさを更新する方法について考える。

2.4.1 基底の更新

Arnordi法のアルゴリズムから k回目の反復において生成されるクリロフ部分空
間の基底ベクトルvk+1はベクトルω = AvkをGram-Shumitの直交化法やHausholder
変換を用いてベクトル列 v1, . . . , vkと直交化した後に正規化したものだった。

2.4.2 上三角行列の更新

vk+1を作る際の直交化の際の係数は hk,1, . . . , hk,k = (Avk, v1), . . . , (Avk, vk)であり、
直交化後に正規化するときの係数が hk,k+1であった。ここでベクトル hkを次のよ
うに置く。

hk = {hk,1, . . . , hk,k+1} (31)

この hkを用いて k回目の反復におけるヘッセンベルグ行列 H̄kは次のように表
される。

H̄k = [H̄′k−1,hk] (32)

但し H̄′k−1は k − 1回目の反復におけるヘッセンベルグ行列 H̄k−1の下に成分が全
て０である行を追加した行列である。k − 1反復における上三角行列Rk−1から k反
復における上三角行列Rkを求める方法を考えるRkの一番下の行に成分が全て０
である行を追加した行列は R̄kであった。この行列は次のように回転行列を用いて
ヘッセンベルグ行列 H̄kから求めることができた。

R̄k = QkH̄k = ΩkΩk−1 . . .Ω1H̄k (33)

ここで H̄kに先ほどの関係を代入して
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R̄k = ΩkΩk−1 . . .Ω1H̄k (34)

= ΩkΩk−1 . . .Ω1[H̄′k−1, hk] (35)

= Ωk[Ωk−1 . . .Ω1H̄′k−1, Ωk−1 . . .Ω1hk] (36)

= Ωk[R̄′k−1, h̃k] (37)

ここで R̄′k−1は R̄k−1の一番下の行に成分が全て０の行を追加した行列である。Ωk

は一番下の大きさが２の対角成分以外は対角が単位行列である回転行列であった。

Ωk =



1
. . .

1
ck sk

−sk ck


(38)

R̄′k−1は下２行が０であるから、ΩkR̄k−1 = R̄k−1である。回転行列Ωkはベクトル
Ωkh̃kの k+1番目の成分が０になるように選ばれる。つまり、−sk(h̃k)k+ck(h̃k)k+1 = 0
を満たす。またΩkはユニタリー行列であるから s2

k + c2
k = 1である。つまり、sk =

(h̃k)k+1√
(h̃k)2

k+(h̃k)2
k+1

ck =
(h̃k)k√

(h̃k)2
k+(h̃k)2

k+1

である。これらを用いると

R̄k = Ωk[R̄′k−1, h̃k] = [R̄′k−1, ΩkΩk−1 . . .Ω1hk] (39)

このようにして k− 1回目の反復における上三角行列Rk−1から k回目の反復にお
ける上三角行列Rkを求めることができる。

2.4.3 残差の大きさの更新

m回反復目における残差の大きさは |γm+1|と表されるのであった。但しベクトル
γは ḡmであり、γm+1はベクトル ḡmのm + 1番目の成分であった。つまりベクトル
gの一番最後の成分の絶対値が残差のノルムになるのである。ここでベクトル gが
どのように更新されるのかを調べる。ḡk = Qk(βe1) = ΩkQk−1(βe1) = Ωkḡ′k−1と表さ
れる。ここで ḡ′k−1は大きさ kのベクトル ḡk−1の一番最後の成分に０を付け加える
ことによって大きさを k + 1にしたベクトルである。Ωkは対角成分が 1から k − 1
までが単位行列、k成分と k + 1成分が回転行列になっている行列であるから ḡkは
１ステップ前のベクトルの値 ḡk−1を元にして次のように求めることができる。
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ḡk = Ωkḡ′k−1 = Ωk



gk−1,1

gk−1,2
...

gk−1,k

0


=



gk−1,1

gk−1,2
...

ckgk−1,k

−skgk−1,k


=



γ1

γ2
...

γk

−skgk−1,k


(40)

よって k回反復目における残差のノルム λkは次のようになる

λk = | − skgk−1,k| = |sk||gk−1,k| = |sk|λk−1 (41)

|sk| ≤ 1であるから残差が増加することはないこと確認できる。以上をまとめる
と、k回目の反復ではまず、新しいクリロフ部分空間の正規直行基底 vk+1を作成し、
正規直交基底を作った際の係数ベクトル hkに、今までの回転行列Ωk−1Ωk−2 · · ·Ω1

を掛けた後、係数のベクトルのサイズが１つ減るような新しい回転行列Ωkを作成
して上三角行列を作る。新しい回転行列を gベクトルにかけることによって gベ
クトルを更新し、gベクトルの最後の成分から現在の残差のノルムを求める。

2.4.4 GMRes法のアルゴリズム（逐次更新型）

1. Compute r0 = b − Ax0 v1 = r0/||r0||

2. For k = 1, 2, . . . ,m Do:

(a) w = Avk

(b) For i = 1, 2, . . . , k Do:

• hk,i = (w, vi)

• w = w − hk,ivi

(c) End Do

(d) hk,k+1 = ||w||2
(e) vk+1 = w/||w||2
(f) Compute h̃k = Ωk−1 · · ·Ω1hk and make Ωk f rom h̃k

(g) Compute R̄k = [R̄′k−1,Ωkh̃k] and ḡk = Ωkḡ′k−1

(h) i f |ḡk,k+1| < tolerance Break Loop
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3. End Do:

4. Compute yk = R−1
k gk

5. xk = x0 + Vkyk

2.5 Full-GMRes法、GMRes(m)法
Full-GMRes法は適当な反復数mを決めずに残差のノルムが小さくなるまで反復

を繰り返す方法である。Full-GMRes法では残差が小さくなるまで無限に反復を繰
り返し、正規直交基底も収束まで無限に増え続ける。計算機上ではリソースが限ら
れているので現実的ではない。GMRes(m)法はリスタートつきGMRes法とも呼ば
れ、反復数がmに達した時点でそれまでのクリロフ部分空間の基底や上三角行列
などを全て捨ててその時点での反復解を初期値として計算しなおす（リスタート
する）というアルゴリズムである。このリスタトまでの反復数mの最適な値を求
めることは困難である。mが問題依存のある値よりも小さければいくらリスタート
を繰り返しても収束が困難であることが知られている。この方法は良く使われる。

3 前処理つきGMRes法
3.1 右前処理
解くべき方程式Ax = bを前処理行列 Mを使って次のように変形する。

AM−1u = b, x =M−1u (42)

これはM−1がAの右から掛けられているので右前処理と呼ばれる。係数行列が
Aから AM−1に変わっている。この AM−1の性質が単位行列に近ければ元の方程
式よりも早い収束が期待される。この前処理を使ってGMResで解を求める方法は
基本的にGMRes法でAの部分をAM−1に変えて uを求め、最後に１回解く事で u
を求めるというだけで特別な変更はない。また残差については

r = b − Ax = b − AM−1u (43)

であるから uに対する残差はそのまま xに対する残差でもある。よって逐次的
に残差の大きさを更新しながら uを求める際に得られる残差の大きさは xに対す
る残差の大きさでもある。よって残差の大きさが反復途中にも得られるために右
前処理法は逐次的に更新する方法によく使われる。
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3.1.1 前処理つきGMRes法のアルゴリズム（逐次更新型）

1. Compute r0 = b − Ax0 v1 = r0/||r0||

2. For k = 1, 2, . . . ,m Do:

(a) w = AM−1vk

(b) For i = 1, 2, . . . , k Do:

• hk,i = (w, vi)

• w = w − hk,ivi

(c) End Do

(d) hk,k+1 = ||w||2
(e) vk+1 = w/||w||2
(f) Compute h̃k = Ωk−1 · · ·Ω1hk and make Ωk f rom h̃k

(g) Compute R̄k = [R̄′k−1,Ωkh̃k] and ḡk = Ωkḡ′k−1

(h) i f |ḡk,k+1| < tolerance Break Loop

3. End Do:

4. Compute yk = R−1
k gk

5. uk = u0 + Vkyk

6. xk =M−1uk

4 複素数行列に対するGMRes法
基本的に実数行列に対するGMRes法と手続きは同じであるが、複素行列の場合

ギブンス回転のやり方のみ注意が必要である。回転行列をΩとすると、回転行列
は内積の値を変化させないので任意の複素ベクトル a,bについて以下が成り立つ。

(Ωa,Ωb) = (a,Ω∗Ωb) = (a, b) (44)

つまり、エルミート行列 (Hermetian matrix)Ω∗Ω = Iであることがわかる。ここ
で回転Ωiが i, i + 1平面の中での回転であるとすると、i, i + 1成分以外は全て変化
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しない。つまりΩは i, i + 1に関する項以外は単位行列であることがわかる。そこ
で i, i + 1に関する小行列をΩ′i とする。つまりΩは次のような行列

Ωi =


I
Ω′i

I

 ← row i i + 1
(45)

このような場合、Ωiがエルミート行列であるためには、小行列Ω′iもエルミート

行列でなくてはならない。また、ΩiはベクトルΩ′k
 (h̃k)k

(h̃k)k+1

の第２成分が０とな
るように選ばれた。この２つの条件つまり、エルミート行列であるという条件、ベ
クトル h̃kとの積の最後の成分が０であるという条件からは一意に Ω′i は定まらな
い。つまり、この２つの条件を満たすならどのようにΩ′iを選んでも構わない。例
えば、ここではΩ′i が次のような行列であると限定して考える。

Ω′i =

 ck s̄k

−sk ck

 (46)

但し ckは実数である。すると、Ω′iがエルミート行列であるという条件は次のよ
うに書ける。

c2
k + s̄ksk = 1 (47)

また、ベクトル h̃kとの積の最後の成分が０であるという条件は次のとおり、

−sk(h̃k)k + ck(h̃k)k+1 = 0 (48)

これらを解くと ck, skは次のようになる。

ck =
||(h̃k)k||√

(||h̃k)2
k || + ||(h̃k)2

k+1||
sk = ck

(h̃k)k+1

(h̃k)k
(49)

例えばこのような sk, ckをもちいた回転行列Ω′i を使うことで、GMRes法を使っ
て複素行列を解くことができる。また、複素数の場合は hk,i = (w, vi) , (vi,w)であ
る。間違えやすくバグに陥り易いので注意が必要である。

5 参考にしたもの
[1],[2],[3]
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