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1 目次

2 概要
CG法 (Conjugate Gradient Methods,共役勾配法)はM.R.Hestenesと E.Stiefelに

よって 1952年に提案された方法である [1]
CG法は正定値対称行列に対して使われる連立一次方程式を反復法で解くための

手法である。

2.0.1 行列の正値対称性

ベクトル u, vの内積を (u, v)のように書く。
実行列Aが正定値対称とは、

(Au,u) ≥ 0 ∀u ∈ Rn ( equality holds only i f u = 0 ) (1)

ということであり、Aが対称であるということは、

(Aa, b) = (a,Ab) ∀a,b ∈ Rn (2)

が成り立つということである。

3 ＣＧ法の基本原理
今、次のような線形同次方程式Ax = bを解くとする。
CG法は k回目の反復において、次のようにこの方程式の解 xや誤差 eを用いて

定義される誤差のAノルム

||e||2A = (e,Ae) = ||xk − x||2A = (xk − x,A(xk − x)) ≥ 0 (equality holds only i f xk = x)
(3)

を最小化するような近似解 xkを部分空間Kk + x0の中から見つける方法である。
但し、Kkはクリロフ部分空間 (Krylov Subspace)Kk = span{r0,Ar0,A2r0, · · · ,Ak−1r0}
である。
つまりCG法は次のような連立一次方程式の近似解 xkを探すための方法である。� �

f ind xk ∈ x0 +Kk that minimize||x − xk||A (4)� �
2



図 1: (ユークリッド空間で表した)ＣＧ法の反復解の様子

このように部分空間Kk + x0の中で xとのAノルムで表される距離が極値をとる
とき、明らかに次のような直交性の関係が成り立つ。

(xk − x,w)A = 0 ∀w ∈ Kk (5)

但し、行列によって定義される内積 (a,b)A = (Aa,b)とした。これを用いるとCG
法は次のように表すことができる。� �

f ind xk ∈ x0 +Kk so that xk − x ⊥A Kk (6)� �
但し⊥Aとは次の関係を表している。

a ⊥A b⇔ (a,b)A = 0⇔ (Aa,b) = 0⇔ Aa⊥b (7)

つまりCG法は解 xを部分空間Kk + x0に行列により定義される内積において正
射影する方法であるともいえる。クリロフ部分空間Kkは有限次元部分空間である
から、完備な線形空間である。よって Lax-Milgramの定理より、このような射影
は常に存在する。
また、k回反復時における残差 rkは rk = A(xk − x)であるから、CG法は次のよ

うに解を探すともいえる。

f ind xk ∈ x0 +Kk so that rk ⊥ Kk (8)

これは残差 rkが部分空間Kkに直交するように、Kk + x0の中から解を探すとい
うことを意味している。
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CG法はクリロフ部分空間の正規直交基底を作る方法である、Lanczos法と深い
関係にある。

4 基本的な手続き
4.1 解の増分

k回目の反復解 xkから k + 1回目の反復解 xk+1への解の増分を係数 αkとベクト
ル pkを用いて次のように書くとする。

xk+1 − xk = αkpk (9)

pは解の増分の方向を決めることから探索方向ベクトルと呼ぶ。
k + 2回目の反復解 xk+2への解の更新ベクトル pk+1は次のように解 xk+1の残差

rk+1、係数 βk、１つ前の解の更新ベクトル pkを用いて次のように決定する

pk+1 = rk+1 + βkpk (10)

係数 β、αをどのように決定するのかを以下で説明する。

4.2 係数 βの決定
前の議論からCG法では厳密解 xと反復解 xk+1の差がクリロフ部分空間Kk+1に

Aノルムにおいて直交していた。つまり、

xk+1 − x ⊥A Kk+1 (11)

よって厳密解との差 xk+1 − xがクリロフ部分空間Kk+1とAノルムにおいて直交
する空間の中にあるのだから、このKk+1にAノルムで直交する空間の中から次の
反復解 xk+2への解の更新ベクトル pk+1を決めたほうが xk+2が厳密解に近くなるは
ずである。
後に示すように pk+1の１つ前の探索方向ベクトル pkは直交させようとする部分

空間Kk+1に入っている。つまり、

pk ∈ Kk+1 (12)

よって、探索方向ベクトル pk+1がKk+1に Aノルムで直交するためには最低 pk

にAノルムで直交することが必要条件である。つまり、
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� �
(pk+1,pk)A = (pk+1,Apk) = 0 (13)� �

後に示すように、上のように選んだ探索方向は pkだけでなく、Kk+1空間にAノ
ルムで直交する。
上の残差と１つ前の探索方向ベクトルから探索方向ベクトルを定める式、

pk+1 = rk+1 + βkpk (14)

から、残差 rk+1をクリロフ部分空間Kk+1とAノルムで直交する空間に射影する
ことで新しい探索方向ベクトル pk+1が得られることを意味している。
またこの式から、βを決定することができる。
この式と２つ探索方向が直交する式 (pk+1,Apk) = 0に代入すると、パラメータ β

は次のようになる。

β = − (rk+1,Apk)
(pk,Apk)

(15)

さらに、後に示す残差の直交性の関係式 (ri, r j) = 0 ( i , j )を用いると、

(rk+1,Apk) =
(
rk+1,−

1
αk

(rk+1 − rk)
)
= − 1
αk

(rk+1, rk+1) (16)

(pk,Apk) = (rk + βk−1pk−1,Apk) = (rk,Apk) =
(
rk,−

1
αk

(rk+1 − rk)
)
=

1
αk

(rk, rk) (17)

これにより、さらに係数 βkは次の様に表すことができる。

βk = −
(rk+1,Apk)
(pk,Apk)

= −
− 1
αk

(rk+1, rk+1)
1
αk

(rk, rk)
=

(rk+1, rk+1)
(rk, rk)

(18)

4.3 係数αの決定
係数 αは次のステップでのポテンシャル φk+1を最小化するように決められる。

次のステップにおけるポテンシャル φk+1は

φk+1 =
1
2

(xk+1,Axk+1) − (xk+1, f) (19)

=
1
2

((xk + αpk),A(xk + αpk)) − ((xk + αpk), f) (20)
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=

{
1
2

(xk,Axk) − (xk, f)
}
+ α

{
1
2

(pk,Axk) +
1
2

(xk,Apk) − (pk, f)
}

(21)

+α2
{

1
2

(pk,Apk)
}

(22)

= φk + α

(
pk,

A + AT

2
xk − f

)
+ α2

{
1
2

(pk,Apk)
}

(23)

行列Aは対称であったので、A+AT

2 = Aとなる。よって

φk+1 = φk + α(pk, rk) + α2
{

1
2

(pk,Apk)
}

(24)

ポテンシャル φk+1が最小値をとるとき,ポテンシャル φk+1は極値をとるので

∂φk+1

∂α
= 0 (25)

よってこれを計算すると

(pk, rk) = α(pk,Apk) (26)

となるので係数 αは次のようになる。

α =
(pk, rk)

(pk,Apk)
(27)

さらに、後に示す残差の直交性の関係式 (ri, r j) = 0 ( i , j )を用いると、

(pk, rk) = (rk − βk−1pk−1, rk) = (rk, rk) (28)

これにより、さらに係数 αkは次の様に表すことができる。

αk =
(pk, rk)

(pk,Apk)
=

(rk, rk)
(pk,Apk)

(29)

これらを用いると CG法のアルゴリズムは次のようになる
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4.4 アルゴリズム (CG法)

1. Compute r0 = b − Ax0,p0 = r0

2. For k = 0, 1, . . . ,m Do :

(a) αk =
(rk,rk)

(pk,Apk)

(b) xk+1 = xk + αkpk

(c) rk+1 = rk − αkApk

(d) βk =
(rk+1,rk+1)

(rk,rk)

(e) pk+1 = rk+1 + βkpk

3. End Do

5 クリロフ部分空間とCG法
CG法はクリロフ部分空間法の一種である。クリロフ部分空間法とは、クリロフ

部分空間の中でもっとも解に近い近似解を求める方法である。
以下では CG法がクリロフ部分空間法であることを証明する ただし部分空間
K̄k, K̃k,Kkについては

K̄k = span{p0,p1, p2, · · · ,pk−1} (30)

K̃k = span{r0, r1, r2, · · · , rk−1} (31)

Kk = span{r0,Ar0,A2r0, · · · ,Ak−1r0} (32)

とする。

5.1 Kk = K̃k = K̄kの証明
数学的帰納方を使って証明する

• k = 1のとき
r0 = p0より自明である。
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• k > 1のとき
kにおいて成立っていると仮定する。この場合、k+1においても成立つかど
うか調べる。
pk = α(rk + βpk−1) , pk ∈ K̄k+1 , rk ∈ K̃k+1である。
また帰納法の仮定より pk−1 ∈ K̄k = K̃kであるから K̄k+1 = K̃k+1が成立つ。
rk = rk−1 + αApk−1 , rk ∈ K̃k+1である。帰納法の仮定より、rk−1 ∈ K̃k = Kk ,
pk−1 ∈ Kk , Apk−1 ∈ Kk + 1であるから K̃k+1 = Kk+1が成立つ
以上より K̄k+1 = K̃k+1 = Kk+1がいえる。
kにおいて命題が成立っていると仮定した場合は k+1についても成立つこと
がわかる．

以上から数学的帰納法により命題は証明された．
ところで k回目の反復時における解 xkとすると、

xk − x0 =

k−1∑
i=0

∆xi =

k−1∑
i=0

αipi (33)

であるから

xk − x0 ∈ Kk+1 = span{r0,Ar0,A2r0, · · · ,Akr0} (34)

であることがわかる。よって CG法はクリロフ部分空間の中で解を探索するク
リロフ部分空間法であるということがわかる。以下では残差ｒが直交するという
条件から CG法が必ず n解の反復で収束するということを示す。

5.2 (r j, pi) = 0 and (Ap j, pi) = 0 ( f or 0 ≤ i < j ≤ n )の
証明

数学的帰納法を使って証明する

• k = 1のとき

(r1,p0) = (r0 − αAp0,p0) = (r0,p0) − (r0,p0)
(p0,Ap0)

(Ap0,p0) = 0 (35)

(Ap1,p0) = (A(r1 − βp0),p0) = (Ar1,p0) − (r1,Ap0)
(p0,Ap0)

(Ap0,p0) (36)

= (r1,AT p0) − (r1,Ap0) = 0 (37)
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ここでAが対称であるという条件AT = Aを用いた

• k > 1のとき
0 ≤ i < j ≤ kについて成立つと仮定する、ここで 0 ≤ i < j ≤ k + 1について
も成立つかどうか調べるためには j = k + 1において成立つかどうかを調べ
ればよい。この場合 i = kと i ≤ kの２つの場合に分けて考えると

– i = kのとき

(rk+1,pi) = (rk+1,pk) = (rk − αApk,pk) (38)

= (rk,pk) −
(rk,pk)

(pk,Apk)
(Apk, pk) = 0 (39)

(Apk+1,pi) = (Apk+1,pk) = (A(rk+1 − βpk),pk) (40)

= (Ark+1,pk) −
(rk+1,Apk)
(pk,Apk)

(Apk,pk) (41)

= (rk+1,AT pk) − (rk+1,Apk) = 0 (42)

– i < kのとき

(rk+1,pi) = (rk − αApk,pi) (43)

= (rk,pi) −
(rk, pk)

(pk,Apk)
(Apk,pi) = 0 (44)

(Apk+1,pi) = (pk+1,Api) = (rk+1 − βpk,Api) (45)

= (rk+1,Api) − β(pk,Api) (46)

=
1
α

(rk+1, ri − ri+1) − β(pk,Api) (47)

=
1
α

(rk+1, (pi + βpi−1) − (pi+1 + βpi)) − β(pk,Api) = 0(48)

• よって j = k + 1のときでも成立つことから 0 ≤ i < j ≤ k + 1についても成立
つことがわかる

以上から数学帰納法を用いれば命題は証明される

5.3 (ri, r j) = 0 ( f or 0 ≤ i < j ≤ n )の証明
数学的帰納法で証明する
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• k = 1のとき

(r0, r1) = (p0, r1) = 0 (49)

• k > 1のとき
0 ≤ i < j ≤ kについて成立つと仮定する、ここで 0 ≤ i < j ≤ k + 1について
も成立つかどうか調べるためには j = k + 1において成立つかどうかを調べ
ればよい。

(ri, rk+1) = (ri, rk − αApk) = (ri, rk) − α(Apk, ri) (50)

= (ri, rk) − α(Apk,pi + βpi−1) = 0 (51)

よって j = k + 1のときでも成立つことから 0 ≤ i < j ≤ k + 1についても成立
つことがわかる

以上から数学帰納法を用いれば命題は証明される
ここで残差ベクトルの列 riは互いに直交する線形独立なベクトルであることが

わかった。線形独立なベクトルの数の最大値はベクトルの次元数 nであるので、残
差ベクトルの列の数はベクトルの次元数 nより大きくならないことがわかる。こ
のことから、理論上では

CG法は必ずベクトルの次元数 n回以下の反復数で収束する
ということがいえる。但し、これはあくまでこれは理論上の話でCG法は丸め誤

差の影響を強くうけるので、計算機上ではCG法は n回の反復で完全に収束するこ
とはない。チェビシェフ不等式を用いると，さらに正確な収束条件を求めること
ができる．

6 複素数行列におけるCG法
係数が複素数の場合は係数行列 Aは対称行列ではなく、エルミート行列 (Herme-

tian Matrix)でなくてはならない。つまり

A∗ = A (52)

この場合にかぎり、内積 (p, Ap)は実数となる。また、固有値も全て実数となる。
係数行列がエルミート行列でなく、対称行列である場合は COCG法 (Conjugate

Orhogonal Conjugate Gradient Method)などを使って解くことができる。
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またそうでない場合は CGNR法 (Conjugate Non-Linear Method)、などを用いて
解く。

7 参考にしたもの
[1],[2],[3],[4]
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