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1 Introduction
大変形する弾性体の解析では，幾何学的非線形を考慮にいれて解析を行う必要

がある．本稿では Total-Lagrange法を用いた幾何学的非線形解析について述べる．
まず初めに力学の基本原理（Cauchyの原理）の式を変形することで，弾性体の
弱形式化された変分方程式を導出し，有限要素法離散化を行う課程を詳細な式展
開も含めて示す．C言語プログラムも含む，実装の詳細や一般化座標系を用いた
Total-Lagrange法の定式化についても触れる．
内容については [1],[2]や [3]などを参考にした．

2 支配方程式の弱形式化
2.1 公称応力を用いた平衡方程式
運動量保存の法則から任意の領域について

∂

∂t

∣∣∣∣∣
X

∫
v
ρvdv =

∫
v
ρgdv +

∫
s
tds (1)

が成り立つ。dv = JdV と、変形後の表面力 tに表面の変化率をかけた表面力
t̃ = ds

dS tを用いて、次のように領域 vを変形前の領域 Vに戻すことができる。
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図 1: 問題設定

∂

∂t

∣∣∣∣∣
X

∫
V
ρvJdV =

∫
V
ρgJdv +

∫
S

t̃dS (2)

また、ρJ = ρ0とΠT · N = t̃で定義される、第一 Piola-Kirhihoffテンソル（公称
応力）Πを用いて、

∂

∂t

∣∣∣∣∣
X

∫
V
ρ0vdV =

∫
V
ρ0gdv +

∫
S

N · ΠdS (3)

第１項では積分領域が時間によって変化しなく、また ρ0も時間不変であるから、
物質微分を積分の中にいれることが可能である。また、第３項にガウスの発散定
理を適応して、 ∫

V
ρ0
∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X

dV =
∫

V
ρ0gdv +

∫
V
∇X · ΠdV (4)

となる。この式が任意の領域 Vにおいて成り立つので、積分を取り除くことが
できる。
公称応力を用いた平衡方程式� �

ρ0
∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X
= ρ0g + ∇X · Π (5)� �
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2.2 弱形式化した平衡方程式
上の平衡方程式を弱形式化する。上式の両辺に固定境界条件が設定されている

面 S 1上で０となる任意の関数 δuをかけて領域 V内で積分すると、∫
V
δu · ρ0

∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X

dV =
∫

V
δu · ρ0gdV +

∫
V
δu · (∇X · Π)dV (6)

第三項について変形を行う。

δu · (∇X · Π) = δu j
∂Πi j

∂Xi
=
∂

∂Xi
(δu jΠi j) −

∂δu j

∂Xi
Πi j = ∇X · (Π · δu) − ΠT : δF (7)

これを上式に代入して、∫
V
δu · ρ0

∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X

dV =
∫

V
δu · ρ0gdV +

∫
V
∇X · (Π · δu)dV −

∫
V
ΠT : δFdV (8)

右辺第二項にガウスの発散定理を適応して、∫
V
δu · ρ0

∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X

dV =
∫

V
δu · ρ0gdV +

∫
S

N · (Π · δu)dS −
∫

V
ΠT : δFdV (9)

右辺第二項は次の関係を用いる

N · Π = t̃ (10)

次のような弱形式化した平衡方程式が得られる。
弱形式化した平衡方程式２（第一 Piola-Kirhihoff応力)� �∫

V
δu · ρ0

∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X

dV +
∫

V
ΠT : δFdV =

∫
V
δu · ρ0gdV +

∫
S

t̃ · δudS (11)

� �
右辺第三項について次のような変換を行う。

ΠT : δF = (S · FT )T : δF (12)

= tr(S · FT · δF) (13)

= tr
(
S · 1

2
(FT · δF + δFT · F)

)
(14)

= tr
(
S · δ

(
1
2

FT · F
))

(15)

= S : δ(
1
2

FT · F) = S : δE (16)
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弱形式化した平衡方程式は次のように書くことができる。
弱形式化した平衡方程式２（第二 Piola-Kirhihoff応力)� �∫

V
δu · ρ0

∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X

dV +
∫

V
S : δEdV =

∫
V
δu · ρ0gdV +

∫
S

t̃ · δudS (17)

� �
弱形式化した平衡方程式が２つ出てきたが、S , δEは対称であるので後の形式で

弱形式化した平衡方程式のほうが簡単であることが多い。Total-Lagrange法では通
常後の弱形式化した平衡方程式を使う。

3 支配方程式の有限要素法離散化
∫

V
S : δEdV = Qa

i δu
a
i (18)

のように表されるとき Qa
i を内力ベクトルと呼ぶ以下内力ベクトルを求める。

Ei j =
1
2

(
∂ui

∂X j
+
∂u j

∂Xi
+
∂uh

∂Xi

∂uh

∂X j
) (19)

δEi j =
1
2

(
∂δui

∂X j
+
∂δu j

∂Xi
+
∂δuh

∂Xi

∂uh

∂X j
+
∂uh

∂Xi

∂δuh

∂X j
) (20)

3.1 非対称化した仮想歪テンソルの導入
S の対称性を生かして計算を簡単にすることができる。ここで δĒを次のように

定義する。

δĒ = FT · δF (21)

明らかに、δĒの対称成分は δEである。これをテンソルとして書くと、

δE =
1
2

(δĒ + δĒT ) (22)

つまり、ここで第二 Piola-Kirhihoff応力 Sの対称性とテンソルの内積の性質を利
用して、
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S : δE = S :
1
2

(δĒ + δĒT ) (23)

=
1
2

(S : δĒ + S : δĒT ) (24)

=
1
2

(S : δĒ + ST : δĒT ) (25)

=
1
2

(S : δĒ + S : δĒ) (26)

= S : δĒ (27)

S : δĒの中の項の数は S : δEの数の半分である。δĒを用いることで計算が簡単
になったことがわかる。

3.2 内挿関数の導入
δĒを成分で書くと次のとおり

δĒi j = FhiδFh j = (δhi + Zhi)Fh j = Fi j + Fh jZhi =
∂δui

∂X j
+
∂δuh

∂X j

∂uh

∂Xi
(28)

ここで δuの添え字が iになるように添え字を入れえると次のようになる。

δĒgh =
∂δui

∂Xh
δig +

∂δui

∂Xh

∂ui

∂Xg
(29)

ここで δu,uが次のように形状関数Nを用いて要素Ve内で離散化されているとす
る。δui = N pδup

i、

ui = Nrur
i (30)

δĒgh =
∂N pδup

i

∂Xh
δig +

∂N pδup
i

∂Xh

∂Nrur
i

∂Xg
=

[
Bgh

]p

i
δup

i (31)

ここで
[
Bgh

]p

i
は変位と歪を関係づける行列であり、次の様に定義される．

Total Lagarange法における変位と歪を対応づける行列� �[
Bgh

]p

i
=
∂N p

∂Xh
δig +

∂N p

∂Xh

∂Nr

∂Xg
ur

i =
∂N p

∂Xh
Fig (32)

� �
これを用いると要素内内力は次のようにかける。
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{Qe}pi =
∫

Ve

S gh

[
Bgh

]p

i
dV (33)

内力はこれを要素ごとに足し合わせたものであり、次のようになる。
内力ベクトル� �
Qa

i =
∑

e{Qe}pi (但し要素内節点番号 pの節点番号は a)
{Qe}pi =

∫
Ve

S gh

[
Bgh

]p

i
dV� �
δEgh =

∂Egh

∂up
i

δup
i =

1
2

([
Bgh

]p

i
+

[
Bhg

]p

i

)
δup

i (34)

ここで、δup
i は任意だから消去して次の関係を得る。

∂Egh

∂up
i

=
1
2

([
Bgh

]p

i
+

[
Bhg

]p

i

)
(35)

4 接線剛性行列
F = Qを満たすような解を求めなければならないが、非線形有限要素法の場合、

Qa
i は変位に対して非線形である。また Fa

i も非線形である場合が多い 1次以上の
連立方程式は計算機で解くことは不可能であるので、この非線形連立方程式を線
形化して反復的に解くことで近似的にこの方程式を解く。この線形化のやり方に
は数々の解き方があるがもっとも良く使われるのがNewton-Raphson法である。

4.1 Newton-Raphson法
上の関係は

Qa
i = Fa

i (36)

となる。ここで次のように残差ベクトル Rp
i を定義する。

Fa
i − Qa

i = Ra
i (37)

Q、Fは節点変位 ua
j の関数であるから、残差についても同じであるので、残差

は Ra
i (ub

j)のように書ける。ここで、残差が０つまり Ra
i (ub

j) = 0の時、ub
j は解の一
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つである。さて、ある解となる変位 un
b
jの周りで外力を 1次の項までTayler展開し

たとすると、

Ra
i (ub

j) ' Ra
i (un

b
j) +
∂Ra

i (un
b
j)

∂ub
j

∆ub
j (38)

と近似できる。この近似から求められる、残差が０となるような変位 un+1
a
jは上

式の右辺を０として

un+1
a
j = un

a
j + ∆un

a
j (39)

ここで増分量 ∆un
a
j は上式の右辺を０とした式から求められ、連立一次方程式

Ra
i (un

b
j) +
∂Ra

i (un
b
j)

∂ub
j

∆un
b
j = 0 (40)

つまり、 −∂Ra
i (un

b
j)

∂ub
j

∆un
b
j = Ra

i (un
b
j) (41)

を解くことで得られる。さて、変位 un
b
jが解に十分近ければTaylor展開した２次

以降の項の影響は小さくなり、un+1
b
jは解のよい近似になっているので、un+1

a
jは un

a
j

よりも解に近づいていると考えられる。ここで再び un+1
b
jの周りで同じように 1次

の Taylor展開を行い解をさらに近づけることができる。反復的にこのような操作
を行うことで必要とされる精度まで解を計算することをNewton-Raphson法と呼ぶ

4.1.1 Newton-Raphson法のアルゴリズム

4.2 接線剛性行列

[Ke]
p,q
i, j =

∂{Qe}pi
∂uq

j

(42)

∂{Qe}pi
∂uq

j

=

∫
Ve

∂S gh

∂uq
j

[
Bgh

]p

i
+ S gh

∂
[
Bgh

]p

i

∂uq
j

dV = [KLe]
p,q
i, j + [KNLe]

p,q
i, j (43)

• 3式の第一項は歪を固定した時の応力の変位による増分に対する剛性であり、
初期変位行列 (initial displacement matrix)、

8



• ３式の第二項は応力を固定した時の歪の変位にようる増分に対する剛性で
あり、初期応力行列 (initial stress matrix)、あるいは幾何剛性行列 (geometric
stiffness matrix)と呼ばれる。

4.3 初期応力行列
初期応力行列

[KNLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

S gh

∂
[
Bgh

]p

i

∂uq
j

dV (44)

を求めてみよう. 歪-変位関係行列
[
Bgh

]p

i
は[

Bgh

]p

i
=
∂N p

∂Xh
δig +

∂N p

∂Xh

∂Nr

∂Xg
ur

i (45)

であった、これを節点変位 uq
j について微分をとってみると、第一項は消えて次

のようになる。

∂
[
Bgh

]p

i

∂uq
j

=
∂N p

∂Xh

∂Nr

∂Xg
δi jδrq =

∂N p

∂Xh

∂Nq

∂Xg
δi j (46)

よって初期応力行列は次のとおり

[KNLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

S gh
∂N p

∂Xh

∂Nq

∂Xg
δi jdV (47)

4.4 初期変位行列
初期変位行列

[KLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

∂S gh

∂uq
j

[
Bgh

]p

i
dV (48)

を求めてみよう．まず、∂S gh

∂uq
j
を計算する。

dS = C : dE (49)

の関係があるとする。これを成分で書くと、

9



dS gh = Cghe f dEe f (50)

ここで応力は歪の関数つまり変位の関数であるから S ,Eに対する全微分は変位
uについての偏微分により、次のように書ける。

∂S gh

∂uq
j

duq
j = Cghe f

∂Ee f

∂uq
j

duq
j (51)

これが任意の duq
j について成り立つから、両辺から消去して、

∂S gh

∂uq
j

= Cghe f
∂Ee f

∂uq
j

(52)

である。これを更に変更して変位と関係づけよう

∂S gh

∂uq
j

= Cghe f
∂Ee f

∂uq
j

(53)

= Cghe f
1
2

([
Be f

]q

j
+

[
B f e

]q

j

)
(54)

=
1
2

Cghe f

[
Be f

]q

j
+

1
2

Cgh f e

[
Be f

]q

j
(55)

=
1
2

(Cghe f +Cgh f e)
[
Be f

]q

j
= C̄ghe f

[
Be f

]q

j
(56)

第３式から第４式への変形は第二項について添え字 e, f を入れ替えた。また、

C̄ghe f =
1
2

(Cghe f +Cgh f e) (57)

とおいた。Cと C̄は基本的に別物で両者を取り違えてよくバグの原因になるの
で注意が必要である。これらを用いると初期変位行列は次のようになる。

[KLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

∂S gh

∂uq
j

[
Bgh

]p

i
dV =

∫
Ve

C̄ghe f

[
Be f

]q

j

[
Bgh

]p

i
dV (58)

4.5 接線剛性行列
以上をまとめると次のようになる。接線剛性行列は以下のように要素接線剛性

行列の和として計算される。
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接線剛性行列� �
[K]a,b

i, j =
∑

e[Ke]
p,q
i, j (但し、p, qは a, bの要素内節点番号)

[Ke]
p,q
i, j =

∫
Ve

C̄ghe f

[
Be f

]q

j

[
Bgh

]p

i
dV +

∫
Ve

S gh
∂N p

∂Xh

∂Nq

∂Xg
δi jdV� �

5 実装に関して
5.1 要素剛性行列、要素内残差ベクトルを作るプログラムの流れ

1次補間の要素を使っても被積分関数が複雑なのでよっぽど高速化に興味がない
限り解析積分を使わずに数値積分を用いる。

1. 変位勾配テンソル Zを求める

2. 変位勾配テンソル ZからGreen-Lagrange歪 Eを求める

3. Green-Lagrange歪 Eから物質の構成式を用いて第二Piola-Kirchhoff応力 S を
求める

4. 変位勾配テンソル Fから歪-変位関係行列 [B]を求める

5. 第二 Piola-Kirhihoff応力 S と歪-変位関係行列 [B]から要素節点等価内力ベク
トル {Qe}を求める

6. 物質の構成式から求まる C̄と第二 Piola-Kirchhoff応力 S と歪-変位関係行列
[B]から要素剛性行列 [Ke]を得る。

7. 要素節点等価外力ベクトル {Fe}から要素節点等価外力ベクトル {Qe}を引く
ことで要素節点等価残差ベクトル {Re}を得る。

5.1.1 変位勾配テンソル Zを求めるルーティン

Z = u ⊗ ∇ = ∂ui

∂X j
ei ⊗ e j (59)

Zi j =
∂ui

∂X j
=
∂Na

∂X j
ua

i (60)

ここで、次のようにプログラムの中で変数が対応づけられているとすると、
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• ndim:空間の次元の数

• nnoel:要素あたりの節点数

• dudx[i][j]=Zi j、edisp[a][i] = ua
i、dndx[a][i] = ∂N

a

∂Xi

変位勾配テンソルを求めるルーティンは次のとおり
1 double dudx[ndim][ndim];
2 { // 変位勾配テンソルを求めるルーティン
3 for(unsigned int i=0;i<ndim*ndim;i++){ *(&dudx[0][0]+i)=0.0; }}
4 for(unsigned int inoel=0;inoel<nnoel;inoel++){
5 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
6 for(unsigned int jdim=0;jdim<ndim;jdim++){
7 dudx[idim][jdim] += edisp[inoel][idim]*dndx[inoel][jdim];

8 }

9 }

10 }

11 }

5.1.2 変位勾配テンソルZからGreen-Lagrange歪Eを求めるルーティンの実装例

E = 1
2 (Z + ZT + ZT · Z)である。

つまり、Ei j =
1
2 (Zi j + Z ji + ZkiZk j)

ここでプログラムの中で次のように変数が対応付けれているとすると、

• ndim:空間の次元の数

• nnoel:要素あたりの節点数

• dudx[i][j]=Zi j、strain[i][j]=Ei j

変位勾配テンソルからGreen-Lagrange歪をもとめるルーティンの実装例は以下
のとおり

1 double strain[ndim][ndim];
2 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
3 for(unsigned int jdim=0;jdim<ndim;jdim++){
4 strain[idim][jdim] = 0.5\section{( dudx[idim][jdim] + dudx[jdim][idim] );}

5 for(unsigned int kdim=0;kdim<ndim;kdim++){
6 strain[idim][jdim] += 0.5\section{dudx[kdim][idim]\section{dudx[kdim][jdim];}

7 }

8 }

9 }
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5.1.3 歪-変位関係行列 [B]を作るルーティンの実装例[
Bgh

]p

i
= ∂N

p

∂Xh
δig +

∂N p

∂Xh

∂Nr

∂Xg
ur

i =
∂N p

∂Xh
(δig +

∂ui
∂Xg

) = ∂N
p

∂Xh
Fig

Fi j = Zi j + δi j (61)

ここでプログラム中で次のように変数が関係付けられているとすると、

• ndim:空間の次元の数

• nnoel:要素あたりの節点数

• dudx[i][j]=Zi j

• f mat[i][j]=Fi j

• disp2stain[p][i][g][h]=
[
Bgh

]p

i

• dndx[a][i] = ∂N
a

∂Xi

歪-変位関係行列を作るルーティンの実装例は次のようになる。
1 double disp2strain[nnoel][ndim][ndim][ndim];
2 { // 歪-変位関係行列を作るルーティン
3 double f_mat[ndim][ndim]; // 変形勾配テンソル
4 // 変形勾配テンソル Fを求める
5 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
6 for(unsigned int jdim=0;jdim<ndim;jdim++){
7 f_mat[idim][jdim] = dudx[idim][jdim];

8 }

9 f_mat[idim][idim] += 1.0;

10 }

11 // 変形勾配テンソルから歪-変位関係行列を作る
12 for(unsigned int pnoel=0;pnoel<nnoel;pnoel++){
13 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
14 for(unsigned int gdim=0;gdim<ndim;gdim++){
15 for(unsigned int hdim=0;hdim<ndim;hdim++){
16 disp2strain[pnoel][idim][gdim][hdim] = dndx[pnoel][hdim]\section{f_mat[idim][gdim];}

17 }

18 }

19 }

20 }

21 }

5.1.4 第二Piola-Kirhihoff応力 S と歪-変位関係行列 [B]から要素節点等価内力ベ
クトル {Qe}を求めるルーティンの実装例

{Qe}pi =
∫

Ve

S gh

[
Bgh

]p

i
dV (62)
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これは数値積分を用いて次のように書くことができる。

{Qe}pi '
∑
α

ωαS gh

[
Bgh

]p

i
Jα (63)

ここで、次のようにプログラムの中で変数が対応づけられているとすると、

• ndim:空間の次元の数

• nnoel:要素あたりの節点数

• detwei=ωαJα

• eforce in[p][i]={Qe}pi

• stress[g][h]=S gh

• disp2stain[p][i][g][h]=
[
Bgh

]p

i

要素節点等価内力ベクトルを求めるルーティンの実装例は以下のとおり
1 // 内力を求める
2 for(unsigned int pnoel=0;pnoel<nnoel;pnoel++){
3 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
4 for(unsigned int gdim=0;gdim<ndim;gdim++){
5 for(unsigned int hdim=0;hdim<ndim;hdim++){
6 eforce_in[pnoel][idim] += detwei*stress[gdim][hdim]*disp2strain[pnoel][idim][gdim][hdim];}

7 }

8 }

9 }

10 }

6 埋め込み座標を用いた定式化
6.0.5 埋め込み座標系における歪み

埋め込み座標を用いて、Total Lagrange法の定式化をしてみよう．点 Xの曲座標
riに沿ったベクトルをGiとする．また、点 Xが変形後に xの位置にあるとして、
曲座標 riに沿った接ベクトルを giとする．つまり、Gi =

∂X
∂ri
、gi =

∂x
∂ri
となる．これ

らは共変基底ベクトル (covariant base vector)と呼ばれる．Giが変形後 giとなった
ので、変形勾配テンソルを用いると、

gi = F ·Gi (64)

が成り立つ.よって、

14



埋め込み座標系での変形勾配テンソル� �
F = gi ⊗Gi (65)� �

となることがわかる．ここでGiは反変基底ベクトル (contravariant base vector)
と呼ばれ，次の関係を満たすベクトルである．

Gi ·G j = δ
i
j (66)

これらをテンソルC,I,Eの定義式に代入してみると，それぞれ次のようになる．

C = FT · F = (G j ⊗ g j) · (gi ⊗Gi) =
(
gi · g j

)
Gi ⊗G j = gi jGi ⊗G j (67)

I = (Gi · I ·G j)Gi ⊗G j = Gi jGi ⊗G j (68)

E =
1
2

(C − I) =
1
2

(gi j −Gi j)Gi ⊗G j (69)

埋め込み座標系でのGreen-Lagrange歪� �
E =

1
2

(gi j −Gi j)Gi ⊗G j (70)� �
6.0.6 仮想歪みエネルギー式

埋め込み座標を使って、仮想歪みエネルギー式を具体的に計算してみよう．第
二 Piola-Kirchhoff応力 S と、Green-Lagrange歪みの変分を埋め込み座標系で成分
表記すると次のようになる．

S = S i jGi ⊗G j (71)

δE = δEi jGi ⊗G j (72)

成分表示された応力と仮想歪みを使った仮想歪みエネルギーは以下のとおり．

S : δE = (S i jGi ⊗G j) : (δEklGk ⊗Gl) = S i jδEkl(Gi ·Gk)(G j ·Gl) = S i jδEi j (73)
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δE =
1
2
δgi jGi ⊗G j =

1
2

(
δgi · g j + gi · δg j

)
Gi ⊗G j =

1
2

(
∂δu
∂ri
· g j + gi ·

∂δu
∂r j

)
Gi ⊗G j

(74)
ここで、次のような非対称化した仮想歪み δĒを考える．

δĒ =
(
gi ·
∂δu
∂r j

)
Gi ⊗G j (75)

これを用いると、

S : δE = S : δĒ (76)

となる．ここで、変位が ui = N pup
i のように離散化されているとすると、

δĒgh = gg ·
∂δu
∂rh
= ggi

∂δui

∂rh
= ggi

∂N pδup
i

∂rh
=

(
ggi

∂N p

∂rh

)
δup

i =
[
Bgh

]p

i
δup

i (77)

のように書ける．ここで、
[
Bgh

]p

i
は変位と歪みを関係づけるマトリックスで

変位と歪みを関係づける行列� �[
Bgh

]p

i
= ggi

∂N p

∂rh
(78)

� �
である．これを用いると要素あたりの仮想歪みエネルギーの式は∫

Ve

S : δEdV =
∫

Ve

S : δĒdV =
∫

Ve

S gh
[
Bgh

]p

i
dVup

i (79)

となるので、節点等価内力 {Qe}pi は次のようになる．
節点等価内力� �

{Qe}pi =
∫

Ve

S gh
[
Bgh

]p

i
dV (80)

� �
6.1 接線剛性
要素接線剛性行列は要素節点等価内力を変位で微分したものである．

[Ke]
p,q
i, j =

∂{Qe}pi
∂uq

j

(81)
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∂{Qe}pi
∂uq

j

=

∫
Ve

∂S gh

∂uq
j

[
Bgh

]p

i
+ S gh

∂
[
Bgh

]p

i

∂uq
j

dV = [KLe]
p,q
i, j + [KNLe]

p,q
i, j (82)

以下、この２項について計算する．

6.1.1 初期応力行列

初期応力行列

[KNLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

S gh
∂
[
Bgh

]p

i

∂uq
j

dV (83)

を求めてみよう.

∂
[
Bgh

]p

i

∂uq
j

=
∂

∂uq
j

(
ggi

∂N p

∂rh

)
=

 ∂∂uq
j

∂(xi + ui)
∂rg

 ∂N p

∂rh
=

 ∂∂uq
j

∂ui

∂rg

 ∂N p

∂rh
(84)

u j = Nquq
j (85)

と補間されているとすると、 ∂∂uq
j

∂ui

∂rg

 ∂N p

∂rh
=

 ∂∂uq
j

∂Nquq
i

∂rg

 ∂N p

∂rh
=
∂N p

∂rh

∂Nq

∂rg
δi j (86)

となる．よって、

[KNLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

S gh

∂
[
Bgh

]p

i

∂uq
j

dV =
∫

Ve

S gh
∂Nq

∂rg

∂N p

∂rh
δi jdV (87)

となる．

6.1.2 初期変位行列

初期変位行列

[KLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

∂S gh

∂uq
j

[
Bgh

]p

i
dV (88)

を求めてみよう．まず、∂S gh

∂uq
j
を計算する．ここで、微小な歪みの増分に対する応

力の応答が次のように表されているとする．
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dS = C : dE (89)

ここで、Cは４階のテンソルで

C = Ci jklGi ⊗G j ⊗Gk ⊗Gl (90)

と成分表示できるとする．

∂S
∂Ee f

=
∂

∂Ee f

(
Cghe f Gg ⊗Gh ⊗Ge ⊗G f : Ee f Ge ⊗G f

)
(91)

= Cghe f Gg ⊗Gh (92)

∂S gh

∂uq
j

=
∂

∂uq
j

(
Gg · S ·Gh

)
(93)

= Gg ·
 ∂S∂uq

j

 ·Gh (94)

= Gg ·
 ∂S∂Ee f

∂Ee f

∂uq
j

 ·Gh (95)

= Gg ·
(
∂S
∂Ee f

)
·Gh 1

2

(
[Be f ]

q
j + [B f e]

q
j

)
(96)

= Gg ·
(
Cghe f Gg ⊗Gh

)
·Gh 1

2

(
[Be f ]

q
j + [B f e]

q
j

)
(97)

= Cghe f 1
2

(
[Be f ]

q
j + [B f e]

q
j

)
(98)

=
1
2

(Cghe f +Cgh f e)[Be f ]
q
j = C̄ghe f [Be f ]

q
j (99)

これらを代入すると、

[KLe]
p,q
i, j =

∫
Ve

∂S gh

∂uq
j

[
Bgh

]p

i
dV =

∫
Ve

C̄ghe f
[
Be f

]q

j

[
Bgh

]p

i
dV (100)

のようになる．
以上をまとめると、埋め込み座標を用いた要素接線剛性行列は次のとおり
接線剛性行列� �

[Ke]
p,q
i, j =

∫
Ve

C̄ghe f
[
Bgh

]p

i

[
Be f

]q

j
+ S gh∂N

q

∂rg

∂N p

∂rh
δi jdV (101)

� �
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