
線形弾性体の有限要素法による解法∗

梅谷　信行

平成 22年 7月 12日

目次
1 線形弾性体 2

1.1 線形弾性体における歪 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 線形弾性体の構成式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3 問題設定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 弱形式化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.5 変位を用いた表示への弱形式化された支配方程式の変形 . . . . . . 5

2 有限要素法離散化 6
2.1 積分領域分割 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2 内挿関数の導入 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 要素における離散化 8
3.1 アイソパラメトリック要素 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.1.1 プログラミング例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

4 テンソルのベクトル表記 9

5 ２次元問題 11
5.1 平面歪 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
5.2 平面応力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

∗これは忘れっぽい著者が昔勉強したことを書き留めておく備忘録です．きっと間違えを多く含
んでいます．すいません．ご指摘ご意見などありましたら教えてもらえると有り難いです．

1



6 簡単な２次元問題の計算例 13
6.1 ２次元単純引っ張り問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

6.1.1 平面歪問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
6.1.2 平面応力状態 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

7 線形弾性体の解析をするときに注意すべき４つの点 14
7.1 ポアソン比が 0.5に近づくと解の精度が落ちる問題について . . . . 15
7.2 曲げ問題は要素の種類によっては解の精度が悪い問題について . . . 15
7.3 変形,歪,応力が実際より小さくに評価される問題について . . . . . 15
7.4 物体が回転する問題はメッシュが膨張して非現実的な解を得る問題

について . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
7.4.1 線形弾性体の回転の詳しい解析 . . . . . . . . . . . . . . . . 16

8 数学的なトピック 17
8.1 解の一意性存在性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

8.1.1 Kornの第二不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
8.1.2 歪テンソルと変位の H1のノルムの等価性 . . . . . . . . . . 19

9 参考にしたもの 19

1 線形弾性体
1.1 線形弾性体における歪
線形弾性体では線形歪 εを次のように表す。
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ε =
1
2

(∇X ⊗ u + u ⊗ ∇X) (1)

εi j =
1
2

(
∂ui

∂X j
+
∂u j

∂Xi
) (2)

ここで uは無変形状態からの変位である。

1.2 線形弾性体の構成式
等方な線形弾性体の応力σは線形な歪をもとにして次のように書ける。

σ = λ(trε)I + 2µε (3)

但し、λ、µは Rameの定数である。これを成分で書くと次のとおり、

σi j = λεkkδi j + 2µεi j (4)

また、λ、µはヤング率 Eやポアソン比 νと次のような関係がある。

λ =
Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
(5)

µ =
E

2(1 + ν)
(6)

1.3 問題設定
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S1上では変位が固定されている。

u = ū ( on S 1 ) (7)

このような境界条件を固定境界条件、変位境界条件と呼ぶ。
S2上では応力がかかっている。

σT · n = t ( on S 2 ) (8)

このような境界条件を応力境界条件と呼ぶ。

1.4 弱形式化
線形弾性体では基本的に平衡方程式を変形して弱形式化を行うが、そこでは数々

の近似を行う。大きな変形を取り扱う場合は元の平衡方程式を大きく変えてしま
うのでずれてしまう。しかし、微小な変形ではその影響が少ない。

Cauchyの第一原理より

ρ
∂v
∂t

∣∣∣∣∣
X
= ρg + ∇ · σ (9)

静的な釣り合い状態にある物体は加速度が０なので次の式を満たす

−∇ · σ = ρg (10)

これを弱形式化するために、S 1上で０となる任意の関数 δuを両辺に掛け、変形
前の領域 Vで積分してみる。

−
∫

V
δu · (∇ · σ)dV =

∫
V
δu · ρgdV (11)

左辺第一項の被積分関数について変形を行う

δu · (∇ · σ) = δu j
∂σi j

∂xi
' δu j

∂σi j

∂Xi
(12)

=
∂

∂Xi
(δu jσi j) −

∂δu j

∂Xi
σi j (13)

=
∂

∂Xi
(δu jσi j) −

1
2

(
∂δu j

∂Xi
+
∂δui

∂X j
)σi j =

∂

∂Xi
(δu jσi j) − δεi jσi j (14)

= ∇ · (σ · δu) − δε : σ (15)
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これを代入すると

−
∫

V
∇ · (σ · δu) − δε : σdV =

∫
V
δu · ρgdV (16)

左辺の被積分関数第１項を右辺に移動させて∫
V
δε : σdV =

∫
V
δu · ρgdV +

∫
V
∇ · (σ · δu)dV (17)

ガウスの発散定理を右辺第２項に適応して、∫
V
σ : δεdV =

∫
V
δu · ρgdV +

∫
∂V

N · (σ · δu)dS (18)

右辺第二項について変形を行う。

∫
∂V

N · (σ · δu)dS =

∫
S 2

N · (σ · δu)dS (19)

'
∫

S 2

n · (σ · δu)dS (20)

=

∫
S 2

δu · σT · ndS =
∫

S 2

δu · tdS (21)

これを代入すると最終的に弱形式化された問題は次のようになる。
弱形式化された支配方程式� �


∫

V
σ : δεdV =

∫
V
ρδu · gdV +

∫
S 2
δu · tdS {δu | δu = 0 (on S 1)}

u = ū ( on S 1 )
(22)

� �
1.5 変位を用いた表示への弱形式化された支配方程式の変形
上の式で弱形式化はできたわけであるが、変位を変数として解くので、上の弱

形式の方程式を変位が入った式に変形しなければならない。
応力に線形弾性体の構成式を代入して、∫

V
(λ(trε)I + 2µε) : δεdV =

∫
V
ρδu · gdV +

∫
S 2

δu · tdS (23)∫
V
λ(trε)(trδε) + 2µε : δεdV =

∫
V
ρδu · gdV +

∫
S 2

δu · tdS (24)
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i、 jに総和規約を適応して成分で書くと次のようになる。∫
V
λε j jδεii + 2µεi jδεi jdV =

∫
V
ρδuigidV +

∫
S 2

δuitidS (25)

∫
V
λ
∂u j

∂X j

∂δui

∂Xi
+ 2µ

1
2

(
∂ui

∂X j
+
∂u j

∂Xi

)
1
2

(
∂δui

∂X j
+
∂δu j

∂Xi

)
dV =

∫
V
ρδuigidV +

∫
S 2

δuitidS

(26)
左辺被積分関数中の第２項を展開して∫

V
λ
∂u j

∂X j

∂δui

∂Xi
+

1
2
µ

(
∂ui

∂X j

∂δui

∂X j
+
∂u j

∂Xi

∂δui

∂X j
+
∂ui

∂X j

∂δu j

∂Xi
+
∂u j

∂Xi

∂δu j

∂Xi

)
dV =

∫
V
ρδuigidV+

∫
S 2

δuitidS

(27)
δuの添え字が iに uの添え字が jになるように添え字を入れ替えると次のとおり

変位を元に弱形式化された支配方程式� �


∫
V
λ
∂u j

∂X j

∂δui
∂Xi
+ µ

(
∂u j

∂Xk

∂δui
∂Xk
δi j +

∂u j

∂Xi

∂δui
∂X j

)
dV =

∫
V
ρδuigidV +

∫
S 2
δuitidS

{∀δu | δu = 0 (on S 1)}
u = ū ( on S 1 )

(28)

� �
2 有限要素法離散化
2.1 積分領域分割

∫
V
λ
∂u j

∂X j

∂δui

∂Xi
+ µ

(
∂u j

∂Xk

∂δui

∂Xk
δi j +

∂u j

∂Xi

∂δui

∂X j

)
dV =

∫
V
ρδuigidV +

∫
S 2

δuitidS (29)

上式は積分で書かれている。積分とはつまり和であるので積分領域を分割して
た中で積分を実行し、それを足し合わせて上式を計算してもよい。
そこで Vを要素分割した領域を Ve、S 2を要素分割した領域を S 2eとすると定式

は次のように書ける。

nVe∑
e

∫
Ve

λ
∂u j

∂X j

∂δui

∂Xi
+ µ

(
∂u j

∂Xk

∂δui

∂Xk
δi j +

∂u j

∂Xi

∂δui

∂X j

)
dV =

nVe∑
e

∫
Ve

ρδuigidV +
nS 2e∑

e

∫
S e

δuitidS (30)

但し、nVe、nS 2eはそれぞれ Vと S 2e の要素分割数である。
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2.2 内挿関数の導入
Ve内で関数 u j, δuiは次のような形状関数 Nによって離散化されているとする。

但し、固定境界条件が設定されている面 S 1 上の節点 n̄では un̄
j = g1、δun̄

i = 0で
ある。

u j = Nnun
j (31)

δui = Nmδum
i (32)

同様に S 2e 内で関数 u, δuは次のような形状関数 N̄によって離散化されていると
する。

u j = N̄nun
j (33)

δui = N̄mδum
i (34)

これを上式に代入すると次のようになる。

nVe∑
e

∫
Ve

λ
∂Nnun

j

∂X j

∂Nmδum
i

∂Xi
+ µ
∂Nnun

j

∂Xk

∂Nmδum
i

∂Xk
δi j + µ

∂Nnun
j

∂Xi

∂Nmδum
i

∂X j
dV (35)

=

nVe∑
e

∫
Ve

ρNmδum
i gidV +

nS 2e∑
e

∫
S e

N̄mδum
i tidS

ここで un
j , δu

m
i は節点の値であり，関数ではないので積分の外に出すことができ

る。それぞれ積分の外に出した後にまとめると次のようになる。

δum
i

 nVe∑
e

∫
Ve

λ
∂Nn

∂X j

∂Nm

∂Xi
+ µ
∂Nn

∂Xk

∂Nm

∂Xk
δi j + µ

∂Nn

∂Xi

∂Nmδ

∂X j
dV

 un
j (36)

= δum
i

 nVe∑
e

∫
Ve

ρNmgidV +
nS 2e∑

e

∫
S e

N̄mtidS


これは次のように行列表記できる。

δum
i Km,n

i, j un
j = δu

m
i Fm

i (37)
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Km,n
i, j =

nVe∑
e

Ke
a,b
i, j (38)

但し，要素内節点番号 (a,b)は全体節点番号 (m,n)に対応する．
線形弾性体の要素剛性行列� �

Ke
a,b
i, j =

∫
Ve

λ
∂Nb

∂X j

∂Na

∂Xi
+ µ
∂Nb

∂Xk

∂Na

∂Xk
δi j + µ

∂Nb

∂Xi

∂Na

∂X j
dV (39)

� �
Fm

i =

nVe∑
e

∫
Ve

ρNmgidV +
nS 2e∑

e

∫
S e

N̄mtidS (40)

3 要素における離散化
3.1 アイソパラメトリック要素
アイソパラメトリック要素では積分点αにおける被積分関数を計算し、それぞれ

ヤコビアン Jと重みωαをかけて、積分点ごとに足し合わせることで積分を行う。

Ke
a,b
i, j =

∫
Ve

λ
∂Nb

∂X j

∂Na

∂Xi
+ µ
∂Nb

∂Xk

∂Na

∂Xk
δi j + µ

∂Nb

∂Xi

∂Na

∂X j
dV (41)

=
∑
α

ωα

(
λ
∂Nb

∂X j

∂Na

∂Xi
+ µ
∂Nb

∂Xk

∂Na

∂Xk
δi j + µ

∂Nb

∂Xi

∂Na

∂X j

)
Jα (42)

もちろん被積分関数は積分ごとに異なる値をとる。
積分点ごとに ∂N

∂X を計算して、被積分関数を求めなければならない。

3.1.1 プログラミング例

積分ごとの値を足し合わせる部分のプログラムを参考までに載せておく。
記号の対応は以下のとおり

1. myu=µ、lambda=λ、rho=ρ、g[i]=gi

2. dndx[a][i]=∂N
a

∂Xi
、an[a]=Na、detwei=ωαJα

3. emat[a][b][i][j]=Ke
a,b
i, j
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1 // 要素剛性行列を作る
2 for(unsigned int inoel=0;inoel<nnoel;inoel++){
3 for(unsigned int jnoel=0;jnoel<nnoel;jnoel++){
4 double dtmp1 = 0.0;
5 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
6 for(unsigned int jdim=0;jdim<ndim;jdim++){
7 emat[inoel][jnoel][idim][jdim]

8 += detwei*( lambda*dndx[inoel][idim]*dndx[jnoel][jdim]+myu*dndx[jnoel][idim]*dndx[inoel][jdim] );

9 }

10 dtmp1 += dndx[inoel][idim]*dndx[jnoel][idim];

11 }

12 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
13 emat[inoel][jnoel][idim][idim] += detwei*myu*dtmp1;

14 }

15 }

16 }

17 // 要素内外力を作る
18 for(unsigned int inoel=0;inoel<nnoel;inoel++){
19 for(unsigned int idim=0;idim<ndim;idim++){
20 eforce[inoel][idim] += g[idim]*rho*an[inoel]*detwei;

21 }

22 }

4 テンソルのベクトル表記
Cauchy応力は Cauchyの第二原理から対称テンソルである。また線形歪も定義

から明らかに対称テンソルである。つまり、

σi j = σ ji (43)

εi j = ε ji (44)

テンソルはベクトルからベクトルへの線形変換であったから、行列として成分
表示できる。この時の成分の数は３次元なら９個である。
しかし、このような対称テンソルの場合は独立な成分の数は６つなので次のよ

うに独立な成分の数をベクトル的に並べると、圧縮して書くことができ何かと便
利である。

{σ} =



σxx

σyy

σzz

σxy

σxz

σyz


=



σxx

σyy

σzz

τxy

τxz

τyz


(45)
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、

{ε} =



εxx

εyy

εzz

2εxy

2εxz

2εyz


=



εxx

εyy

εzz

γxy

γxz

γyz


(46)

剪断歪の場合だけ歪が２倍して表記していることに注意していただきたい。こ
のように εの剪断部分を２倍した γを使ってベクトル表記した歪を工学歪と呼ば
れる。工学では専らこちらの歪が用いられる。
剪断歪の部分を２倍にした工学歪を使うと、通常は応力テンソルと歪テンソル

のテンソル積で書かれる歪エネルギー密度 ρWを、ベクトルの内積で書くことがで
きる。

ρW =
1
2
σ : ε =

1
2
σi jεi j =

1
2
{σ} · {ε} (47)

線形弾性体の応力-歪関係式は次のような関係であった。

σi j = λεkkδi j + 2µεi j (48)

これを添え字を入れ替えて、εの添え字が k, lになるようにすると

σi j = λεklδklδi j + 2µεklδikδ jl = (λδklδi j + 2µδikδ jl)εkl = Ci jklεkl (49)

ここで応力と歪を関係づける、４階のテンソルCは構成則テンソルと呼ばれる。
これらを利用すると、応力、歪をテンソル表記からベクトル表記に変えた場合

に応力-歪関係式は次のようになる。

σxx

σyy

σzz

τxy

τxz

τyz


=



λ + 2µ λ λ

λ λ + 2µ λ
λ λ λ + 2µ

µ

µ

µ





εxx

εyy

εzz

γxy

γxz

γyz


(50)
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5 ２次元問題
5.1 平面歪

z方向の厚みが大きい場合などは、変位は２次元的であると考えられる。つまり、
z方向の変位は小さいと考えられる。また x変位やｙ変位は z方向に対して一定と
なると考えられる。このような状態を平面歪状態と呼ぶ。
つまり、

uz = 0、∂ux

∂Xz
= 0、

∂uy

∂Xz
= 0 (51)

が成り立つ。
これを用いると、

εzz = 0、γxz = 0、γyz = 0 (52)

であることがわかる。
これをもちいて歪エネルギー密度 ρW を計算する。

ρW =
1
2
{σ} · {ε} (53)

=
1
2



εxx

εyy

εzz

γxy

γxz

γyz



T 

σxx

σyy

σzz

τxy

τxz

τyz


(54)

=
1
2



εxx

εyy

εzz

γxy

γxz

γyz



T 

λ + 2µ λ λ

λ λ + 2µ λ
λ λ λ + 2µ

µ

µ

µ





εxx

εyy

εzz

γxy

γxz

γyz


(55)

ここで、εzz = 0、γxz = 0、γyz = 0をこの式に代入すると、
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ρW =
1
2



εxx

εyy

0
γxy

0
0



T 

λ + 2µ λ λ

λ λ + 2µ λ
λ λ λ + 2µ

µ

µ

µ





εxx

εyy

0
γxy

0
0


(56)

=
1
2


εxx

εyy

γxy


T 
λ + 2µ λ
λ λ + 2µ

µ



εxx

εyy

γxy

 (57)

元の３次元の式と比べると、Raméの定数を変えることなく単純に次元を３から
２に減らせばいいことが分かる。

5.2 平面応力
ｚ方向の厚みが十分小さい場合は、平面応力
σzz = 0、τxz = 0、τyz = 0が成り立つ。
歪についての関係を求めるために、次の応力-歪関係式から歪を逆算しよう。



σxx

σyy

0
τxy

0
0


=



λ + 2µ λ λ

λ λ + 2µ λ
λ λ λ + 2µ

µ

µ

µ





εxx

εyy

εzz

γxy

γxz

γyz


(58)

εzz = − λ
λ+2µ (εxx + εyy)、γxz = 0、γyz = 0となる。

ezzを良く見ると負の符号がついていることにより、exx, eyyによって圧縮 (膨張)
されたら z方向に膨張 (圧縮)されることがわかる。面内で圧縮されると厚み方向
に膨らむことがわかる。
これを用いて、歪エネルギー密度 ρWを計算すると、
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図 1: ２次元単純引っ張り

ρW =
1
2



εxx

εyy

− λ
λ+2µ (εxx + εyy)
γxy

0
0



T 

λ + 2µ λ λ

λ λ + 2µ λ
λ λ λ + 2µ

µ

µ

µ





εxx

εyy

− λ
λ+2µ (εxx + εyy)
γxy

0
0


(59)

=
1
2


εxx

εyy

γxy


T 
λ′ + 2µ λ′

λ′ λ′ + 2µ
µ



εxx

εyy

γxy

 (60)

となる。但し、λ′ = 2λµ
λ+2µ である。

Raméの定数のうち、λを見かけ上変化させた上で３次元から２次元化すればい
いことがわかる。

6 簡単な２次元問題の計算例
簡単な形状をしていて、一様な歪を生じるような問題は解析的に解くことが可

能である。このような単純な問題を解くことで解析プログラムが本当に正しいの
か検証することができる。

6.1 ２次元単純引っ張り問題
次の図のように矩形の物体を引っ張って変形させる。
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x方向に引っ張るとするとｙ方向には力が働かないのでｙ方向の垂直応力は０と
なる。

σyy = 0 (61)

6.1.1 平面歪問題

σyy = λεxx + (λ + 2µ)εyy + λεzz = λεxx + (λ + 2µ)εyy = 0 (62)

より、
εyy = −

λ

λ + 2µ
εxx (63)

である。

ν∗ = −
εyy

εxx
=

λ

λ + 2µ
=
ν

1 − ν (64)

となる.
σxx = (λ + 2µ)εxx + λεyy = (λ + 2µ)εxx + λ(− λ

λ+2µ )εxx =
4µ(λ+µ)
λ+2µ εxx

これから、見かけ上のヤング率 E∗は

E∗ =
σxx

εxx
=

4µ(λ + µ)
λ + 2µ

=
E

1 − ν2 (65)

6.1.2 平面応力状態

平面応力状態では σzz = 0であり、これは３次元の単純引っ張りと一致する。
よって

ν∗ = ν, E∗ = E (66)

である。

7 線形弾性体の解析をするときに注意すべき４つの点
線形弾性体の解析において注意することを４つほどあげると次のようになる。

1. ポアソン比が 0.5に近づくと解の精度がおちる。
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2. 曲げ問題は要素の種類によっては解の精度がわるい

3. 変形,歪,応力はは実際より小さく評価される。

4. 物体が回転する問題はメッシュが膨張して非現実的な解を得る。

以下それぞれの注意点について簡単に述べる。

7.1 ポアソン比が 0.5に近づくと解の精度が落ちる問題について
ポアソン比が 0.5に近づけると体積弾性率が無限に大きくなる。これは体積変化

に対する反力が大きくなることを意味しており、体積変化がないという非圧縮性
の拘束条件が次第に変位に付加される。
このような非圧縮の問題の場合、応力は変位から発生する応力の他に拘束力か

ら発生する非決定応力が追加されるため、変位のみを変数として解析することが
でない。そこで圧力変数を導入してこの問題を解析する。変位変数と圧力変数を
用いた弾性体の解析を u/p formulationという。圧力変数を導入するために圧力節点
を追加するが、圧力節点と変位節点の要素内の配置の仕方に解析がうまくパター
ンがあるのでそれらを採用しなければならない。

7.2 曲げ問題は要素の種類によっては解の精度が悪い問題について
1次要素など補間関数の次数が低いときに梁など薄い構造物の曲げを解析すると

きに、実際よりも硬い解が得られる。これはメンブレンロッキングと呼ばれる現
象で注意が必要である。
これも梁のような薄い構造物を曲げるときに面外剪断が０であるというKirchhoff

条件が変位に付加させるために解の精度が悪くなってしまうのである。
高次要素を用いたり、低減積分、選択的低減積分を用いることで精度を向上さ

せることができる。またソリッド要素をやめて構造要素を用いるのも有効な手段
の一つである。
２次元梁曲げ問題のロッキング問題については以下が詳しい。:有限要素法におけ

る2次元弾性体要素の精度に関する研究—http://globe.nagaokaut.ac.jp/yoshisyu/2003/kensetu/pdf/ken04607.pdf

7.3 変形,歪,応力が実際より小さくに評価される問題について
変分原理より解析解は最もポテンシャルエネルギーの低い解である。有限要素

法で求める解はメッシュ上で表現できる関数に限定して、その中でもっともエネ
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ルギーの小さな解である。よって有限要素法のエネルギーは解析解のエネルギー
より常に大きい。これは大雑把に言えば、有限要素法の変形や歪や応力は解析解
の変形よりも小さく評価されることを意味している。有限要素法による弾性体解
析の一つの目的は構造部材が破壊するかどうかである。実際よりも破壊されにく
いというように評価されてしまう。これは危険である。異なるメッシュサイズの
解析を行って収束を見るなど、十分に注意しなければならない。

7.4 物体が回転する問題はメッシュが膨張して非現実的な解を得る
問題について

線形弾性体の構成式は客観性をみたしていないので回転することは想定外であ
る。線形弾性体を回転させた場合は膨張するような解が得られる。
下の図は線形弾性体の片持ち梁に下向きの重力をかけて曲げたものである。回

転した部分が大きく膨張して非現実的な変形をしているのがわかる。

図 2: 線形弾性体を回転させた場合の膨張

そもそも線形弾性体は微小変形微小歪問題にのみ用いるべきである。微小歪問
題で大変形（つまり回転）にも対応しているのが St.Venant-Kirchhoff体である。

7.4.1 線形弾性体の回転の詳しい解析

２次元の線形弾性体を剛体回転させた場合どうなるのかを詳しく調べてみよう。
点 (X,Y)を原点反時計周りに θだけ剛体回転させた場合の座標 (x, y)は、
(x, y) = (X cos θ − Y sin θ, X sin θ + Y cos θ)
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回転させる前の点からの変位 ux, uyは
(ux, uy) = (x − X, y − Y) = (X(cos θ − 1) − Y sin θ, X sin θ + Y(cos θ − 1))
よって線形歪は次のようになる。

εxx =
∂ux

∂X
= cos θ − 1 (67)

εyy =
∂uy

∂Y
= cos θ − 1 (68)

γxy =
∂ux

∂Y
+
∂uy

∂X
= 0 (69)

よって εxx = εyy < 0より等方圧縮の垂直歪が発生していることがわかる。垂直圧
縮することで膨張させようとする応力が働く。梁の回転している部分には応力が
かかっていないので、応力を０にするために結局、膨張した解を得ることになる。

8 数学的なトピック
ノルムを次のように定義する

||ε(v)||20 =
∫
Ω

ε(v) : ε(v)dΩ (70)

||v||20 =
N∑

i=1

∫
Ω

v2
i dΩ (71)

||v||21 = ||v||20 +
N∑

i=1

||∇vi||20 (72)

弱形式の線形弾性体は次のとおり∫
Ω

Aε(u) : e(φ)dΩ =< f , φ >H−1,H1(Ω)N ∀φ ∈ H1
Γ(Ω)N (73)

ここで φに uを代入して、Aの強圧性より

α||ε(u)||20 ≤
∫
Ω

Aε(u) : ε(u)dΩ =< f , u >H−1,H1(Ω)N≤ || f ||H−1 ||u||1 (74)
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8.1 解の一意性存在性
Kornの第一不等式よりが成り立つ。

c||v||21 ≤ ||v||20 + ||ε(v)||20 ∀v ∈ H1(Ω)N (75)

8.1.1 Kornの第二不等式

Kornの第二不等式

c′||v||21 ≤ ||ε(v)||20 ∀v ∈ H1
Γ(Ω)N (76)

が成り立つことを背理法で示す。もし上が成り立たないとすると、
||vn||1 = 1を満たしたまま
limn→∞ ||ε(vn)||0 = 0とすような vnが存在する。これを仮定して矛盾が起こること

を示す。
Sovlevの埋蔵定理より H1空間は L2空間でコンパクトである。よって、

vn → v strongly in L2(Ω)N (77)

となるような v ∈ H1
Γ
(Ω)N が存在する。

ここでKornの不等式より

c||vn − vm||21 ≤ ||vn − vm||20 + ||ε(vn − vm)||20 ≤ ||vn − vm||20 + ||ε(vn)||20 + ||ε(vm)||20 (78)

n,mを大きくすれば右辺は好きなだけ小さくできる。よって vnは H1(Ω)N 上の
Cauchy列である。よって vnは vに H1(Ω)N で収束する。

||ε(v)||0 = lim
n→∞
||ε(vn)||0 = 0 (79)

であるから ε(v) = 0である。
vは境界 Γ上で０であるから、v = 0である。
これは ||vn||1 = 1に反する。よって題意は示された。
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8.1.2 歪テンソルと変位の H1のノルムの等価性

逆の不等式が自明であるので ||φ||1と ||ε(φ)||0は等価なノルムであるといえる。
つまり、次のように、作用素の H1における楕円性がいえる。

α||u||21 ≤
∫
Ω

Aε(u) : ε(u)dΩ ≤ C||u||21 (80)

このことから、Lax-Milgramの定理より解 u ∈ H1
Γ
(Ω)N が唯一に存在することが

いえる。
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