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1 概要
[1],[2],[3],[4],[5],[6],[7]を参考にして解説する．
DKT要素 (Discrete Kirchhoff Triangle)は薄板３角形要素の中で広く使われる要

素である。薄板要素とはKirchhoffの仮定が成り立つような要素である。薄板の解
析において一般的な変位法を用いた有限要素法ではKirchhoffの仮定は一種の制約
条件として働く。このときような問題を変位法で解析する場合、補間関数が要素
間で C1連続を満たさなければならない。これには Hermaite型のような高次の補
間関数を必要とするので手続きが非常に煩雑であるという欠点がある。DKT要素
ではKirchhoffの仮定が要素の中の離散的な点においてのみ成り立つとして計算を
行う。このため、撓みや回転角のC1連続性は考慮しなくてもよく、一般的な補間
関数を用いることができるので容易であるという利点がある。DKT要素を用いた
薄板の解析は１９６０年代に Dhatt[4]らによって提案された。それから１０年の
後、Batoz[6]によって種々の薄板要素が数値実験によって比較され、DKT要素の有
効性が示された。離散 Kirchhoff条件を四角形に応用した DKQ(Disctete Kirchhoff
Quadrilateral)やさらに多角形に応用した要素も提案されている。

図 1: DKT要素による板の撓み
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2 薄板理論
薄板には次の３つの仮定が成り立つ。

1. 中立面は変形で伸縮されない。

2. 変形前に中立面に垂直だった物質中の直線は、変形後も中立面に対して垂直
で直線である。

3. 面外剪断による歪エネルギーは曲げエネルギーに対して十分小さいので無視
できる。

これらの仮定はKirchhoffの仮定 (Kirchhoff’s hypothesis)と呼ばれ、これを元に
微小変形薄板要素が作られる。薄板がｘｙ平面上にある場合に板がｚ方向へ撓ん
でいるとしよう。ｘｙｚの変位は次のようになる。

u = zθy (1)

v = −zθx (2)

z = w (3)

ここでwは撓み (Deflection)であり、θx、θyはそれぞれ中立面の垂線の x軸まわ
り、y軸周りの回転量である。

θx =
∂w
∂y

(4)

θy = −
∂w
∂x

(5)

2.1 歪と応力
この時工学歪は次のようになる。

εx =
∂u
∂x
= −z

∂2w
∂x2 (6)

εy =
∂v
∂y
= −z

∂2w
∂y2 (7)
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γxy =
∂u
∂y
+
∂v
∂x
= −2z

∂2w
∂x∂y

(8)

平面応力条件では応力-歪関係は次のようになる。


σx

σy

τxy

 = E
1 − ν2


1 ν

ν 1
1−ν

2



εx

εy

γxy

 (9)

歪を撓み wによって置き換えると、


σx

σy

τxy

 = E
1 − ν2


1 ν

ν 1
1−ν

2



−z∂

2w
∂x2

−z∂
2w
∂x2

−2z ∂
2w
∂x∂y

 (10)

2.2 撓みと曲率
板の中立面の曲率をたわみ zや撓み角 θと対応づけてみよう。板の中立面上の点

pは次のように表されるのだった

p(x, y) =


x
y

w(x, y)

 (11)

これを x, yで微分することにより接ベクトルを rx, ryを求めると

rx =
∂p
∂x
=


1
0
∂w
∂x

 (12)

ry =
∂p
∂y
=


0
1
∂w
∂y

 (13)

さて接ベクトル rx, ryに直交するベクトル r3は外積を用いて次のように書ける
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r3 =
rx × ry

||rx × ry||
=

1√
1 + (∂w

∂y )2 + (∂w
∂y )2


−∂w
∂x

−∂w
∂y

1

 '

−∂w
∂x

−∂w
∂y

1

 (14)

さて曲面の曲率テンソル κは次のように定義される

κi j =
∂ri

∂x j
· r3 (15)

これから

κxx =


0
0
∂2w
∂x2

 ·

−∂w
∂x

−∂w
∂y

1

 = ∂
2w
∂x2 (16)

κyy =


0
0
∂2w
∂y2

 ·

−∂w
∂x

−∂w
∂y

1

 = ∂
2w
∂y2 (17)

κxy = κyx =


0
0
∂2w
∂x∂y

 ·

−∂w
∂x

−∂w
∂y

1

 = ∂
2w
∂x∂y

(18)

ここで曲率テンソル κを次のようにベクトル表記する。

κ =


κx

κy

2κxy

 =


∂2w
∂x2

∂2w
∂x2

2 ∂
2w
∂x∂y

 =


∂θy
∂x

−∂θx
∂y

∂θy
∂y −

∂θx
∂x

 (19)

2.3 歪エネルギー
さてここで曲げによる歪エネルギーUbを求めてみよう。
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U =
1
2

∫
Ω

∫ t
2

− t
2


εx

εy

γxy


T 
σx

σy

τxy

 dzdΩ (20)

=
1
2

∫
Ω

∫ t
2

− t
2


−z∂

2w
∂x2

−z∂
2w
∂x2

−2z ∂
2w
∂x∂y


T

E
1 − ν2


1 ν

ν 1
1−ν

2



−z∂

2w
∂x2

−z∂
2w
∂x2

−2z ∂
2w
∂x∂y

 dzdΩ(21)

ここで D =
∫ t/2

−t/2
z2E

1−ν2 dz = E
1−ν2

[
1
3z3

]t/2

−t/2
= Et3

12(1−ν2) とおき

Db = D


1 ν

ν 1
1−ν

2

 (22)

とおくと次のように書ける。

U =
1
2

∫
Ω


∂2w
∂x2

∂2w
∂x2

2 ∂
2w
∂x∂y


T

Db


∂2w
∂x2

∂2w
∂x2

2 ∂
2w
∂x∂y

 dΩ (23)

さらに変形後の中立面の曲率 κベクトルを使うと歪エネルギーは次のように書
ける

薄板の歪エネルギー� �
U =

1
2

∫
Ω

κDbκdΩ (24)

� �
これはKirchhoff条件を仮定しない一般的な問題の曲げ歪エネルギーUbにあた

る。つまり薄板の曲げによる歪エネルギーは、剪断歪エネルギーが０で曲げ歪エ
ネルギーだけである。

2.4 曲げモーメント、捩じりモーメント
行列表記をやめると次のように書ける。

σx =
−zE

1 − ν2

[
∂2w
∂x2 + ν

∂2w
∂y2

]
(25)
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σy =
−zE

1 − ν2

[
ν
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2

]
(26)

τxy =
−2zE
1 − ν2

(
1 − ν

2

) (
∂2w
∂x∂y

)
(27)

曲げモーメント、捩りモーメントは次のとおり

Mx =

∫ t
2

− t
2

σx · zdz =
−Et3

12(1 − ν2)

[
∂2w
∂x2 + ν

∂2w
∂y2

]
= D

[
−∂

2w
∂x2 − ν

∂2w
∂y2

]
(28)

My =

∫ t
2

− t
2

σy · zdz =
−Et3

12(1 − ν2)

[
ν
∂2w
∂x2 +

∂2w
∂y2

]
= D

[
−ν∂

2w
∂x2 −

∂2w
∂y2

]
(29)

Mxy =

∫ t
2

− t
2

τxy · zdz =
−2Et3

12(1 − ν2)

(
1 − ν

2

) (
∂2w
∂x∂y

)
= D

(
1 − ν

2

) (
− ∂

2w
∂x∂y

)
(30)

3 １次元梁要素の変位法による解析
１次元梁の問題の問題を通して、梁問題を変位法で解析する場合、撓みとその

勾配が要素間で連続でなければならないことを示しておく。１次元梁問題ではこ
のような補間は比較的容易であるが、シェルの問題になると複雑な補間が必要で
あり、実用的ではない。後に示すようにDKTは辺上で撓みを３次補間しているの
と等価であり、ある種のアナロジーが成り立つ。

3.1 両端固定梁
次のような両端が変位と回転が固定されているような梁の問題を考えよう

w(0) = w(l) = w′(0) = w′(l) = 0 (31)

kを曲げ剛性、つまり k = EI（但し Eはヤング率 Iは断面２次モーメント）とす
るとのように書ける。

M = k
∂2w
∂x2 (32)

∂2M
∂x2 = f (33)
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よって、強形式の支配方程式は

 k ∂
4w
∂x4 = f

w(0) = w(l) = w′(0) = w′(l) = 0
(34)

となる。強形式では wは４回微分可能でなければならない。

3.1.1 弱形式化

この問題は次のように弱形式化される

f ind v ∈ W st
∫ l

0
kw′′v′′dx =

∫ l

0
f vdx, ∀v ∈ W (35)

ここでWは２階微分が可能で、２階微分がリーマン可積分、つまり２階微分が
区分連続であること。それに加えて、境界条件を満たす集合である、つまり

W = { v | v ∈ C[0, l], v′ ∈ C[0, l], v′′ ∈ PC[0, l], v(0) = v(l) = v′(0) = v′(l) = 0 } (36)

強形式の式が成り立てば弱形式の式が成り立つことを示す。強形式の式に任意
の v ∈ Wを乗じて、区間 [0, l]で積分すると、

∫ l

0
k
∂4w
∂x4 vdx =

∫ l

0
f vdx (37)

↔
∫ l

0

∂

∂x
(k
∂3w
∂x3 v)dx −

∫ l

0

∂

∂x
(k
∂2w
∂x2

∂v
∂x

)dx +
∫ l

0
k
∂2w
∂x2

∂2v
∂x2 dx =

∫ l

0
f vdx (38)

左辺第１，２項は v(0) = v(l) = v′(0) = v′(l) = 0から０になる。よって∫ l

0
k
∂2w
∂x2

∂2v
∂x2 dx =

∫ l

0
f vdx (39)

が成り立つ。

3.1.2 補間関数

区間 I = [0, l]を分割して Ii = [a, b]となっていることにしよう。つまり、要素の
中で、vはC2級関数であるとすると、vの２階微分は区間連続である。さて、vが
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図 2: 梁の補間関数

連続であるためには、節点を区間要素の両端に置けば、隣合う要素同士で値を共
有するので良かった。同様に v′が連続であるためには勾配を表す節点を区間要素
の両端に置けばよい。要素 Iiの中で補間関数の２階微分が定数であるとしよう。つ
まり、要素間で補間関数は３次関数となる。要素 Iiの４つの節点 (両端における変
位と変位勾配)に対応する補間関数 N1,N2,N3,N4は次のようになる。

N1
i (a) = 1, N1

i (b) = 0, N′1i (a) = 0, N′1i (b) = 0 (40)

N2
i (a) = 0, N2

i (b) = 0, N′2i (a) = 1, N′2i (b) = 0 (41)

N3
i (a) = 0, N3

i (b) = 1, N′3i (a) = 0, N′3i (b) = 0 (42)

N4
i (a) = 0, N4

i (b) = 0, N′4i (a) = 0, N′4i (b) = 1 (43)
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4 DKT板曲げ要素
薄板の歪エネルギーは面の曲率のみを用いて書くことができることがわかった。

面の曲率は回転の微分から求められる。面内の回転の分布がわかればエネルギー
が求まるということがわかる。x軸周りの回転、y軸周りの回転が次のように３角
形の頂点と辺の中点における回転によって２次補間されるとする

θ =

6∑
i=1

N iθb (44)

さて頂点における回転量が変数として与えられているので、辺の中点における
の回転量がわかれば回転量の３角形内の分布を求めることができる。分布が求ま
れば微分をとって曲率がもとまる。その曲率をもとにエネルギー、剛性行列がも
とまる。

DKT要素作成の流れ� �
1. 頂点における撓み w

2. ｘｙ軸周りの回転

3. 頂点および辺の中点におけるｘｙ軸周りの回転

4. ｘｙ軸周りの回転の補間

5. 回転の微分をとって曲率を求める

6. エネルギーを計算し、剛性行列を求める。� �
以下に示すように撓みwは要素の頂点および辺の中点でC1級連続である。しか

し、中点以外の辺上では連続性は考慮されない。よって厳密にいえばDKT要素は
非適合要素の部類に入る。DKT法はエネルギーを得るために直接変位を使う変位
法と違い、回転角を得るためだけに撓み wを使い、回転角から導かれる曲率をも
とにエネルギーを計算しているので、このような変位の不連続性があってもあま
り気にする必要はない。

4.1 辺の中点における回転量
下図のように、三角形 abcがあった場合に辺 bcの中点 dがあるとする。

10



図 3: 中点におけるディレクターの回転

辺 bcの中点 dにおける回転量 θdを辺の頂点の撓み wb,wcと回転 θb, θcによって
求める方法を考えよう。これには以下の３つの条件を使う。

• θd · sd = 1
2 (θb · sd + θc · sd)

• 辺の中点における辺に添った方向の撓みwの微分は辺上で変位が３次関数と
仮定したときの値に等しい。

• ３角形要素の頂点及び辺の中点でKirhihoff条件を満たす (”Disctete Kirhihoff
条件”)

4.1.1 １番目の条件

1番目の条件は辺に添ったベクトル周りの回転において中点の値がが頂点の値か
ら線形補間されることを意味している。中点において、辺に添ったベクトル周りの
回転についてKirchhoff条件から回転量を定めようとすると撓みwの辺と垂直な方
向への微分が必要になる。これは要素内部の撓み wの情報が必要であることを意
味している。すると辺を介して向かい合う要素同士で中点における、辺と垂直な
方向の微分の連続性を満たすことができなくなる。微分の連続性を保つためには、
このように辺を介して向かい合う要素が両方とも共有している辺両端の情報から
回転を決めることが必要不可欠となってくる。これは次に求める、辺に添ったベ
クトル周りの回転だけでなく、辺に垂直なベクトル周りの回転についてもいえる。
さて、１番目の条件が仮定された時、中点における回転を求める際に,辺の法線周

りの回転の中点での値 θd ·ndがわかれば、座標変換を使って θ = (θd ·sd)sd+(θd ·nd)nd
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というように中点での回転を求めることができる。θd ·ndを頂点の回転と撓みwか
ら求めるために２番目と３番目の条件を使う。

4.1.2 ２番目の条件

2番目の条件について考えてみよう。回転が面内で２次補間されていることか
ら、辺上の回転は２次関数である。座標変換すると辺の法線周りの回転も２次関
数である。辺に添った方向での撓みwの微分に関してKirchhoff条件が成り立つ場
合、ｗの微分が辺に垂直なベクトル周りの回転になるということであるから、撓
み wは辺上で３次関数になることを意味している。辺上の撓み wをとりあえず求
めてみよう。辺上の撓み wの分布がわかれば３番目の条件から θd · sdを求めるこ
とができる。辺上の撓み wの分布が 3次関数であることが仮定されている。３次
関数を定めるためには何か４つ条件があればよい（例えば４つの点における値な
ど）。今３角形の頂点における値から辺の中点における値を求めたかったから、４
つの条件を辺の両端における値とその微分としよう。辺 dの長さを ldとするとき、
頂点 bで０頂点 cで ldをとるような媒介変数 sを用いてwの辺 dにおける値 w̄d(s)
を表す。これらの条件は次のように書ける。

w̄d(ld) = wc (45)

∂w̄d

∂s
(ld) =

∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
c
= (∇w)c · sd (46)

sと ld − sに関する対称性に注意すると、簡単な計算から wd(s)は次のように書
ける

w̄d(s) =
(ld − s)2{3s + (ld − s)}

l3
d

wb+
s2{3(ld − s) + s}

l3
d

wc+
s(ld − s)2

l2
d

∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
b
+

s2(ld − s)
l2
d

∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
c

(47)
上の微分を計算すると

∂w̄d

∂s
(s) =

−6s(ld − s)
l3
d

wb+
6(ld − s)s

l3
d

wc− (ld − s){2s − (ld − s)}
l2
d

∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
b
− s{2(ld − s) − s}

l2
d

∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
c

(48)
上式に s = ld

2 を代入して辺の中点 kでの辺に添った方向の微分を求める。

∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
d
=
∂w̄d

∂s

(
ld

2

)
= − 3

2ld
wb +

3
2ld

wc − 1
4
∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
b
− 1

4
∂w
∂sd

∣∣∣∣∣
c

(49)
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書き換えると

(∇w)d · sd = − 3
2ld

wb +
3

2ld
wc − 1

4
(∇w)b · sd − 1

4
(∇w)c · sd (50)

さて、辺の中点 d上での辺に添った方向 sdのwの微分が上のように表されるこ
とがわかった。これと３番目の条件を用いて θds を求めてみよう。

4.1.3 ３番目の条件

２番目の条件はKirhihoff条件を離散的に満たすからDiscrete Kirhihoff条件（離
散Kirhihoff条件）と呼ばれる。以下の式が頂点と辺の中点で成り立つ。

θx =
∂w
∂y

θy = −
∂w
∂x

(51)

これを用いて撓み wの勾配を計算すると

∇w =
∂w
∂x

ex +
∂w
∂y

ey = −θyex + θxey (52)

(∇w) · s = −θy(ex · s) + θx(ey · s) = θy(−sx) + θxsy = θyny + θxnx = θ · n (53)

これを上の式に代入すると

θd · nd = − 3
2ld

wb +
3

2ld
wc − 1

4
θb · nd − 1

4
θc · nd (54)

となり、法線方向の回転が得られる。

4.1.4 中点での回転の値

θd · nd = − 3
2ld

wb +
3

2ld
wc − 1

4
θb · nd − 1

4
θc · nd (55)

θd · sd =
1
2

(θb · sd + θc · sd) (56)

であった。ここから θdを求めよう。sdと ndは直交しているから

θd =
(
θd · nd

)
nd +

(
θd · sd

)
sd (57)

=

(
− 3

2ld
wb +

3
2ld

wc − 1
4
θb · nd − 1

4
θc · nd

)
nd +

(
1
2
θb · sd +

1
2
θc · sd

)
sd (58)
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これで中点における回転量が求まったわけであるが、成分を書き出すことで、も
う少し簡単な形に整理してみよう。

θdx =

(
−3nd

x

2ld

)
wb +

(
3nd

x

2ld

)
wc +

−nd
x

2

4
+

sd
x

2

2

 (θbx + θcx) + −nd
ynd

x

4
+

sd
y sd

x

2

 (θby + θcy) (59)

θdy =

−3nd
y

2ld

 wb +

3nd
y

2ld

 wc +

−nd
xnd

y

4
+

sd
x sd

y

2

 (θbx + θcx) +
−nd

y
2

4
+

sd
y

2

2

 (θby + θcy) (60)

更に辺の法線ベクトル接線ベクトルを頂点座標と対応づけよう。

sd = (pc − pb)/ld =

 xcb

ycb

 /ld → sd
x = xcb/ld, sd

y = ycb/ld (61)

sd⊥nd → nd =

 ycb

−xcb

 /ld → nd
x = ycb/ld, nd

y = −xcb/ld (62)

を代入すると

θdx =

(
−3ycb

2l2
d

)
wb +

(
3ycb

2l2
d

)
wc +

(
−ycb

2

4l2
d

+
xcb

2

2l2
d

) (
θbx + θ

c
x

)
+

(
3xcbycb

4l2
d

) (
θby + θ

c
y

)
(63)

θdy =

(
3xcb

2l2
d

)
wb +

(
−3xcb

2l2
d

)
wc +

(
3xcbycb

4l2
d

) (
θbx + θ

c
x

)
+

(
− xcb

2

4l2
d

+
ycb

2

2l2
d

)
(θby + θ

c
y) (64)

さらに次のように変数を定める

ad = −xcb/l2
d (65)

bd =
3
4

xcbycb/l2
d (66)

cd =

(
xcb

2

4
− ycb

2

2

)
/l2

d =
1
4
− 3

4
y2

cb

l2
d

(67)
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dd = −ycb/l2
d (68)

ed =

(
ycb

2

4
− xcb

2

2

)
/l2

d =
3
4

y2
cb

l2
d

− 1
2

(69)

これらを用いると最終的に辺の中点における回転量は次のとおり。

θdx = +1.5ddwb − 1.5ddwc − ed

(
θbx + θ

c
x

)
+ bd

(
θby + θ

c
y

)
(70)

θdy = −1.5adwb + 1.5adwc + bd

(
θbx + θ

c
x

)
− cd

(
θby + θ

c
y

)
(71)

4.2 節点の撓みwと xy軸回転から曲率を求める行列
4.2.1 撓み角の２次補間

θx = N1θ1x + N2θ2x + N3θ3x + N4θ4x + N5θ5x + N6θ6x (72)

= N1θ1x + N2θ2x + N3θ3x (73)

+N4{+1.5d4w2 − 1.5d4w3 − e4(θ2x + θ
3
x) + b4(θ2y + θ

3
y)} (74)

+N5{+1.5d5w3 − 1.5d5w1 − e5(θ3x + θ
1
x) + b5(θ3y + θ

1
y)} (75)

+N6{+1.5d6w1 − 1.5d6w2 − e6(θ1x + θ
2
x) + b6(θ1y + θ

2
y)} (76)

= −1.5(N5d5 − N6d6)w1 + (N1 − N5e5 − N6e6)θ1x + (N5b5 + N6b6)θ1y (77)

−1.5(N6d6 − N4d4)w2 + (N2 − N6e6 − N4e4)θ2x + (N6b6 + N4b4)θ2y (78)

−1.5(N4d4 − N5d5)w3 + (N3 − N4e4 − N5e5)θ3x + (N4b4 + N5b5)θ3y (79)

θyについても同様に次のように補間関数を用いて表される。

θy = N1θ1y + N2θ2y + N3θ3y + N4θ4y + N5θ5y + N6θ6y (80)

= N1θ1y + N2θ2y + N3θ3y (81)

+N4{−1.5a4w2 + 1.5a4w3 + b4(θ2x + θ
3
x) − c4(θ2y + θ

3
y)} (82)

+N5{−1.5a5w3 + 1.5a5w1 + b5(θ3x + θ
1
x) − c5(θ3y + θ

1
y)} (83)

+N6{−1.5a6w1 + 1.5a6w2 + b6(θ1x + θ
2
x) − c6(θ1y + θ

2
y)} (84)
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= +1.5(N5a5 − N6a6)w1 + (N5b5 + N6b6)θ1x + (N1 − N5c5 − N6c6)θ1y (85)

+1.5(N6a6 − N4a4)w2 + (N6b6 + N4b4)θ2x + (N2 − N6c6 − N4c4)θ2y (86)

+1.5(N4a4 − N5a5)w3 + (N4b4 + N5b5)θ3x + (N3 − N4c4 − N5c5)θ3y (87)

4.2.2 行列、ベクトル表記

次のように未知数を並べたベクトル rを作る

rT = {w1,w2,w3, θ1x, θ
1
y , θ

2
x, θ

2
y , θ

3
x, θ

3
y} (88)

θx, θyは行列Hx,Hyを用いて次のように書ける

θx = Hxr θy = Hyr (89)

但し行列Hx,Hyは次のとおり

HT
x =



−1.5(N5d5 − N6d6)
−1.5(N6d6 − N4d4)
−1.5(N4d4 − N5d5)
(N1 − N5e5 − N6e6)
le f t(N5b5 + N6b6)

(N2 − N6e6 − N4e4)
(N6b6 + N4b4)

(N3 − N4e4 − N5e5)
(N4b4 + N5b5)



HT
y =



+1.5(N5a5 − N6a6)
+1.5(N6a6 − N4a4)
+1.5(N4a4 − N5a5)

(N5b5 + N6b6)
(N1 − N5c5 − N6c6)

(N6b6 + N4b4)
(N2 − N6c6 − N4c4)

(N4b4 + N5b5)
(N3 − N4c4 − N5c5)



(90)

4.2.3 線形形状関数の導入

補間関数 N i (i = 1, . . . , 6)はサブパラメトリック２次補間であるから１次補間
関数 Li (i = 1, . . . , 3)を使って次のように表すことができる。

N1 = L1(2L1 − 1) N2 = L2(2L2 − 1) N3 = L3(2L3 − 1) (91)

N4 = 4L2L3 N5 = 4L3L1 N6 = 4L1L2 (92)

これを代入すると、Hx,Hyはそれぞれ次のように書くことができる。
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HT
x =



−6(L1L3d5 − L1L2d6)
−6(L1L2d6 − L2L3d4)
−6(L2L3d4 − L1L3d5)

L1(2L1 − 1) − 4L1L3e5 − 4L1L2e6

4(L1L3b5 + L1L2b6)
L2(2L2 − 1) − 4L1L2e6 − 4L2L3e4

4(L1L2b6 + L2L3b4)
L3(2L3 − 1) − 4L2L3e4 − 4L1L3e5

4(L2L3b4 + L1L3b5)



HT
y =



+6(L1L3a5 − L1L2a6)
+6(L1L2a6 − L2L3a4)
+6(L2L3a4 − L1L3a5)
4(L1L3b5 + L1L2b6)

L1(2L1 − 1) − 4L1L3c5 − 4L1L2c6

4(L1L2b6 + L2L3b4)
L2(2L2 − 1) − 4L1L2c6 − 4L2L3c4

4(L2L3b4 + L1L3b5)
L3(2L3 − 1) − 4L2L3c4 − 4L1L3c5



(93)

4.2.4 撓み角の微分

さてHx,Hyの微分を計算して、微分された角度を求める行列を作ろう。Hx,Hy

を直接ｘやｙで微分するのではなく、形状関数で微分しておくてと簡単である。こ
こは一旦形状関数での微分を計算する。

∂L1

∂L2
= −1

∂L1

∂L3
= −1 (94)

に注意して、計算を行うと以下のとおり

∂HT
x

∂L2
=



−(L2 − L1)t6 + L3t5

+(L2 − L1)t6 + L3t4

−L3(t4 + t5)
−1 + (L2 − L1)r6 + L3r5

−(L2 − L1)q6 − L3q5

1 + (L2 − L1)r6 − L3r4

−(L2 − L1)q6 + L3q4

−L3(r4 − r5)
L3(q4 − q5)



∂HT
x

∂L3
=



+(L3 − L1)t5 − L2t6

+L2(t4 + t6)
−L2t4 − (L3 − L1)t5

−1 + L2r6 + (L3 − L1)r5

−L2q6 − (L3 − L1)q5

−L2(r4 − r6)
L2(q4 − q6)

1 − L2r4 + (L3 − L1)r5

L2q4 − (L3 − L1)q5



(95)

17



∂HT
y

∂L2
=



+(L2 − L1)p6 − L3 p5

−(L2 − L1)p6 − L3 p4

+L3(p4 + p5)
−(L2 − L1)q6 − L3q5

2 − 6L1 − (L2 − L1)r6 − L3r5

−(L2 − L1)q6 + L3q4

−2 + 6L2 − (L2 − L1)r6 + L3r4

L3(q4 − q5)
L3(r4 − r5)



∂HT
y

∂L3
=



−(L3 − L1)p5 + L2 p6

−L2(p4 + p6)
+L2 p4 + (L3 − L1)p5

−L2q6 − (L3 − L1)q5

2 − 6L1 − L2r6 − (L3 − L1)r5

L2(q4 − q6)
L2(r4 − r6)

L2q4 − (L3 − L1)q5

−2 + 6L3 + L2r4 − (L3 − L1)r5



(96)

但し、

pd = −6xcb/l2
d (97)

qd = 3xcbycb/l2
d (98)

rd = 3y2
cb/l

2
d (99)

td = −6ycb/l2
d (100)

4.2.5 中立面の曲率

ここで中立面の曲率 κテンソルをベクトル表記したものは次のように表される
のであった。


κx

κy

κxy

 =


∂θy
∂x

−∂θx
∂y

∂θy
∂y −

∂θx
∂x

 (101)

ĤT
x , Ĥ

T
y を利用して、上は θx, θyの微分を計算すると曲率ベクトルは次のとおりに

なる。


κx

κy

κxy

 =


∂L2
∂x
∂Hy

∂L2
+ ∂L3
∂x
∂Hy

∂L3

−∂L2
∂y
∂Hx
∂L2
− ∂L3
∂y
∂Hx
∂L3

∂L2
∂y
∂Hy

∂L2
+ ∂L3
∂y
∂Hy

∂L3
− ∂L2
∂x
∂Hx
∂L2
− ∂L3
∂x
∂Hx
∂L3

 · r (102)
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これが頂点の撓みと xy回転から、面内の点における曲率を求める行列Bである。

4.3 剛性行列
さて、DKT要素は離散点において Kirchhoff条件が成り立つと仮定して作った

要素であった。離散点以外では Kirchhoff条件が成り立たつかどうかは分からな
い。Kirchhoff条件が成り立たない板の歪エネルギーを計算するためにはMindlin-
Reissnerの厚板理論を使って剪断エネルギーも考慮しなければならない。しかし、
ここでもう一つ仮定をおく。-DKT要素内の歪エネルギーは剪断エネルギーを無視
できるこではエネルギーを計算するときのみ、要素内全体でKirchhoff仮定が成り
立つとしたということである。歪エネルギーUは曲げエネルギUbと等しく、Bを
用いて次のように書ける

U = Ub =
1
2

∫
Ω


κx

κy

κxy


T

Db


κx

κy

κxy

 dΩ (103)

=
1
2

∑
e

∫
Ωe


κx

κy

κxy


T

Db


κx

κy

κxy

 dΩ (104)

=
1
2

∑
e

∫
Ωe

rT BT DbBrΩ (105)

=
1
2

rT

∑
e

∫
Ωe

BT DbBΩ
 r (106)

明らかに

Ke =

∫
Ωe

BT DbBΩ (107)

が要素剛性行列で

K =
∑

e

Ke (108)

が全体剛性行列である。エネルギーの停留条件 δU = 0から釣り合いの位置では
次を満たす

δrT Kr = δrT · F (109)
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ここで Fは rに対応する右辺ベクトルである。被積分関数は二次関数なので３
点による数値積分で十分である。[2]によると、積分点１，２，３は辺の中点にあ
り重みは 1/3づつにすればよい。

表 1: 積分点の位置と重み

積分点番号 積分点の位置 (L1, L2, L3) 重み
1 (0, 1

2 ,
1
2 ) 1/3

2 (1
2 , 0,

1
2 ) 1/3

3 (1
2 ,

1
2 , 0) 1/3
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